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Vorwort

In der Darstellungstheorie der endlichen Gruppen sind Charaktertafeln wichtige Werkzeu-
ge, mit deren Hilfe viele Aussage iiber Gruppen getroffen werden konnen. So enthéilt das
Computeralgebrasystem GAP, siehe [GAPO05], eine Datenbank mit Charaktertafeln von
minteressanten“ Gruppen. Ziel der vorliegenden Diplomarbeit ist es, diese Datenbank zu
erweitern.

Interessante Gruppen sind zum Beispiel die endlichen einfachen Gruppen und ihre Schur-
schen Erweiterungen sowie ihre maximalen Untergruppen. Sei etwa G eine einfache Gruppe,
(&, 7) eine Schursche Erweiterung von G und U < G eine maximale Untergruppe von G.
Man kann zeigen, dass 4 := 771(U) < & maximal in & ist und alle maximalen Unter-
gruppen von & von dieser Form sind, vergleiche Satz (1.35). Somit wird eine Bijektion
zwischen den maximalen Untergruppen von G und denen von & induziert und (&, 7|g) ist
eine zentrale Erweiterung von U.

Wihrend von einigen Gruppen G und & wie oben bereits Charaktertafeln in der GAP-
Bibliothek enthalten sind (zum Beispiel ist dies der Fall fiir Gruppen, die im Atlas of finite
groups, siche [CCNT03], enthalten sind) gilt dies nicht fiir viele maximalen Untergruppen
von G und die iiberwiegende Mehrheit von maximalen Untergruppen von &. Im Rahmen
dieser Diplomarbeit konnten die Charaktertafeln der maximalen Untergruppen einiger ein-
facher Gruppen und ihren Schurschen Erweiterungen berechnet werden, so dass sie nun in
die GAP-Bibliothek aufgenommen werden kénnen.

Besonderes Augenmerk lag hierbei auf den einfachen Gruppen mit exzeptionellem Schur-
schen Multiplikator, die in Tabelle 1.2 aufgeziihlt sind. Bis auf die Gruppen L3(4), Uy(3),
Fy(2) und 2Eg(2) wurden die Gruppen der Tabelle 1.2 in dieser Arbeit untersucht und
bis auf eine maximale Untergruppe von Og (2) konnten alle gewiinschten Charaktertafeln
bestimmt werden.

In Kapitel 6 konnen die erzielten Ergebnisse zu den untersuchten Gruppen eingesehen
werden; die Gruppen O7(3), O (2) sowie Us(2) werden dabei detailliert vorgestellt. Eine
ausfiihrliche Beschreibung der Aufgabenstellung und der iibrigen Kapitel befindet sich in
Abschnitt 1.4.

Das Thema der Arbeit verdanke ich Herrn Prof. Gerhard Hif. IThm sei fiir seine stets hilfsbe-
reite und freundliche Unterstiitzung gedankt sowie fiir die Einfiihrung in das faszinierende
Gebiet der Algebra und der Darstellungstheorie im besonderen. Mein herzlicher Dank gilt
Thomas Breuer. Er hatte immer Zeit fiir meine Fragen, auf die er mit grofler Geduld
und Verstdndnis einging; viele Tee- und Kekserunden mit anregenden und aufmunternden
Gesprichen trugen zum Gelingen dieser Arbeit bei.



Herrn Prof. Klaus Lux danke ich fiir die Unterstiitzung zur Gewinnung einer Permutati-
onsdarstellung von 3.07(3). An dieser Stelle sei auch den weiteren Mitarbeitern des Lehr-
stuhls fiir die angenehme Arbeitsatmosphére gedankt, vor allem Christoph Kohler, Max
Neunhoffer, Frank Liibeck und Felix Noeske, deren Tiiren stets offen waren und mir hiufig
mit Rat und Tat zur Seite standen (die Jungs - nicht die T1iren).

Auch bedanke ich mich gerne bei meinen Freunden und Wegbegleitern durchs ganze Studi-
um Johannes Orlob, Daniel Nett und Jorg Riisges. Ihre Unterstiitzung in vielerlei Hinsicht
war eine grofle Hilfe und Freude fiir mich.

Schliefllich ist es mir ein grofles Anliegen, mich ganz herzlich bei meinen Eltern zu bedan-
ken. Nicht nur, dass sie mir erst ein Studium ermoglichten, sie unterstiitzten mich stets in
meinem Handeln und gaben mir grofien Riickhalt.



Kapitel 1

Grundlagen

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels werden Grundlagen aus der Gruppen-
und Darstellungstheorie bereitgestellt, die in dieser Arbeit verwendet werden. Im dritten
Abschnitt wird eine Liste der Gruppen mit exzeptionellem Schurschen Multiplikator an-
gegeben. Das Ziel sowie die Vorgehensweise der vorliegenden Arbeit werden im vierten
Abschnitt vorgestellt.

1.1 Zentrale Erweiterungen

Gegenstand dieses Abschnittes sind zentrale Erweiterungen, insbesondere werden Schursche
Erweiterungen und Darstellungsgruppen eingefiihrt. Es sei G eine endliche Gruppe.

(1.1) Definition
Eine zentrale Erweiterung von G ist ein Paar (H, ), so dass

(i) m: H — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist und
(i1) Kern(n) < Z(H) ist.
Gelegentlich wird auch (H, Z) eine zentrale Erweiterung von G genannt, falls gilt:

(") H/Z = G und
(i") Z < Z(H).

Mit Z = Kern(r) sind die Bedingungen (i) und (i) beziehungsweise (ii) und (ii’) &quivalent.
Im ersten Fall steht der Epimorphismus 7 im Vordergrund, im zweiten Fall die zentrale
Untergruppe Z.

(1.2) Definition

Eine zentrale Erweiterung (&, 7) von G erfiillt die projektive Hebbarkeitseigenschaft,
wenn gilt:

Zu jedem Homomorphismus X : G — PGL,,(C) fiir ein n € N existiert ein Homomorphis-
mus 9 : & — GL,(C), so dass folgendes Diagramm kommutiert:
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& — G
@l lx (pH)
GL,(C) -, PGL,(C)

Eine Gruppe kleinstmoglicher Ordnung, die mit einem Epimorphismus die projektive Heb-
barkeitseigenschaft erfiillt, wird besonders ausgezeichnet.

(1.3) Definition

Eine endliche Gruppe & minimaler Ordnung, so dass eine zentrale Erweiterung (&, )
von G existiert, die die projektive Hebbarkeitseigenschaft erfiillt, heifit eine (Schursche)
Darstellungsgruppe von G.

Es gibt noch eine weitere Art von zentralen Erweiterungen, die von Interesse sind.

(1.4) Definition
Eine zentrale Erweiterung (H, Z) von G heifit eine Schursche Erweiterung von G oder
Schursch, wenn Z < H' gilt.

(1.5) Bemerkung

Eine (zentrale) Erweiterung (H, Z) von G heifit zerfallend, wenn Z in H ein Komplement
hat, das heifit wenn eine Untergruppe K < H existiert mit KZ = H und K N Z = {1}.
Nichttriviale Schursche Erweiterungen sind nichtzerfallendene zentrale Erweiterungen.

Beweis.

Sei (H, Z) eine Schursche Erweiterung von G mit Z # {1}. Angenommen, es existiert eine
Untergruppe K < H mit KZ = H und K N Z = {1}.

Da Z zentral in H ist, ist K < H mit H/K = Z abelsch. Folglich ist H' < K. Nach
Voraussetzung ist somit auch Z < K, was ein Widerspruch zu K N Z = {1} ist. (]

Schursche Erweiterungen von einfachen und perfekten Gruppen kénnen genauer beschrie-
ben werden, wie das folgende Lemma zeigt.

(1.6) Lemma
Sei (H, Z) eine Schursche Erweiterung von G. Dann gilt:

(a) Ist G einfach und nichtabelsch, so ist Z = Z(H).

(b) Ist G perfekt, so ist H = H.

Beweis.

Esist Z < Z(H) < H. Damit ist Z(H)/Z < H/Z = G. Da G einfach und nichtabelsch ist,
folgt Z = Z(H), also (a).

Aus H'/Z = H'Z)Z = (H/Z) = G' = G = H/Z folgt (b). 0
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Nun wird der Schursche Multiplikator eingefiihrt. Die Definition ist relativ technisch und
wird nicht weiter motiviert, da das ,,Wesen“ des Schurschen Multiplikators fiir diese Ar-
beit nicht von Bedeutung ist. Im Vordergrund steht die Charakterisierung von Darstel-
lungsgruppen mittels des Schurschen Multiplikators und Schurscher Erweiterungen, welche
anschliefend formuliert wird.

(1.7) Definition & Bemerkung
(a) Eine Abbildung a: G x G — C*, die

(i) a(zy, 2)a(z,y) = a(x,yz)a(y, z) fir alle z,y, 2z € G und
(i) a(1,1) =1

erfiillt, heifit ein Faktorensystem von G mit Werten in C*. Mit Z2(G,C*) werde
die Menge aller Faktorensysteme von G mit Werten in C* bezeichnet.

(b) Sei pp: G — C* eine Abbildung mit (1) = 1 und sei o, : G x G — C* definiert
durch ay,(z,y) = ple)u(y)p(zy) .

Dann ist o, ein Faktorensystem von G mit Werten in C*. Faktorensysteme der Form
o, heilen prinzipale Faktorensysteme. Mit B?(G,C*) werde die Menge aller prin-
zipalen Faktorensysteme bezeichnet.

(c) Z%(G,C*) bildet mit punktweiser Multiplikation eine abelsche Gruppe. Wegen
B*(G,C*) < Z%(G,C*) ist somit M(G) := Z*(G,C*)/B%*(G,C*) wohldefiniert.
M (G) heifit der (Schursche) Multiplikator von G.

(d) Nach Theorem (11.15) in [Isa76] ist der Multiplikator von G endlich.

Zur Definition des Multiplikators kann auch ein allgemeinerer Korper als C verwendet
werden; dies ist aber fiir diese Arbeit nicht erforderlich.

Der folgende Satz liefert die Existenz einer Darstellungsgruppe und die oben angesprochene

Charakterisierung mit Hilfe des Schurschen Multiplikators und Schurscher Erweiterungen.

(1.8) Satz

Jede endliche Gruppe hat eine Darstellungsgruppe. Diese kann wie folgt charakterisiert
werden:

Sei (H, ) eine zentrale Erweiterung von G. Dann ist H genau dann eine Darstellungsgruppe
von G, wenn gilt

(i) (H,n) ist Schursch und

(i) [Kern(m)| = [M(G)].
In diesem Fall ist ferner Kern(m) = M(G).

Beweis.
Siehe Theorem (11.43) in [CR90]. O
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Die Theorie der zentralen Erweiterungen wird nun weiter ausgebaut. Es wird das Kon-
zept der Uberlagerungsgruppen eingefiihrt, mit dem ein wichtiger Zusammenhang zwischen
Schurschen Erweiterungen und Darstellungsgruppen fiir perfekte Gruppen hergeleitet wer-
den kann.

(1.9) Definition
(a) Seien (Hj,m) und (Ha, ) zwei zentrale Erweiterungen von G. Ein Homomorphis-
mus ¢ : (Hy,m) — (Ha,m) ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : H; — Hs mit

T = T O (25

(b) Die zentrale Erweiterung (I', 7) von G heifit universell, falls fiir jede zentrale Erwei-
terung (H, o) von G ein Homomorphismus ¢ : (I', 7) — (H, o) existiert.

Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit von universellen zentralen Erweiterungen beant-
wortet der folgende Satz.

(1.10) Satz

G besitzt eine universelle zentrale Erweiterung genau dann, wenn G perfekt ist. Bis auf
Isomorphie (im Sinne von (1.9)(a)) ist die universelle zentrale Erweiterung eindeutig be-
stimmt.

Beweis.
Siehe 33.4 & 33.1 in [Asc00]. O

Dies gibt Anlass zu einer weiteren Definition.

(1.11) Definition
Sei G perfekt und (I',7) die universelle zentrale Erweiterung von G. Die Gruppe I' heif3t
universelle Uberlagerungsgruppe von G.

Der folgende Satz liefert weitere wichtige Eigenschaften einer universellen Uberlagerungs-
gruppe.

(1.12) Satz
Sei G eine perfekte (nicht notwendig endliche) Gruppe. Dann ist ihre universelle Uberla-
gerungsgruppe ebenfalls perfekt und sie ist endlich, falls G endlich ist.

Beweis.
Siehe 33.2 & 33.10 in [Asc00]. O

Ziel ist nun die Aussage, dass die universelle Uberlagerungsgruppe einer perfekten endlichen
Gruppe isomorph zu jeder ihrer Darstellungsgruppen ist. Dazu werden zunéchst einige
Hilfssétze formuliert, die auch eigenstindig von Bedeutung sind.

(1.13) Satz
Sei G perfekt mit universeller Uberlagerungsgruppe I'. Sei (H, Z) eine Schursche Erweite-
rung von G. Dann existiert ein zentraler Normalteiler N < Z(I') mit I'/N = H.
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Beweis.
Nach (1.6)(b) ist H' = H. Seien 7 : I' — G und ¢ : H — G die zugehérigen kanonischen
Epimorphismen. Nach Definition (1.9) von universellen Erweiterungen existiert ein Homo-
morphismus ¢ : ' — H mit 7 = 0 0 ¢.

Es gilt ¢(I') Kern(o) = H. Die Inklusion C ist klar. Sei also h € H. Wéhle ein € I" mit
m(xz) = o(h)™! (existiert, da 7 surjektiv). Es ist h = ¢(z~1)¢(z)h und o(4(x)h) = 1 nach
Wahl von ¢ und z, also h € ¢(I') Kern(o).

Da Kern(o) zentral in H ist, ist ¢(I") normal in H, womit folgt: H/¢(I') = Kern(o)/[¢(I')N
Kern(c)] ist eine abelsche Gruppe. Also ist H < ¢(I') < H = H'. Damit ist ¢ surjektiv.
Setze N := Kern(¢) und erhalte I'/N = H. Zeige noch, dass N zentral ist:

Sei dazu Z := ¢~'(Z) < T. Wegen I'/Z = (I'/N)/(Z/N) = G = T'/Kern(n) ist |Z] =
| Kern(7)|. Da ¢ surjektiv ist, gilt 7(Z) = 0(Z) = 1. Alsoist Z = Kern(r), womit N < Z(

nachgewiesen ist.

N

(1.14) Satz
Sei (H, Z) eine Schursche Erweiterung von G. Dann existiert ein Monomorphismus Z —
M (G), insbesondere ist |Z| ein Teiler von |M(G)| und H ist endlich.

Beweis.
Siehe Hilfssatz V.23.3, Satz V.6.4 und Satz V.6.3 in [Hup67]. Die Endlichkeit von H ergibt
sich aus (1.7)(d). O

Nun kann der angekiindigte Satz formuliert werden.

(1.15) Satz

Sei G perfekt mit universeller Uberlagerungsgruppe I' und sei & eine Darstellungsgruppe
von G. Dann gilt I' = &. Insbesondere ist & (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt und
endlich.

Im Folgenden wird daher auch von ,der“ Darstellungsgruppe gesprochen.

Beweis.

Seien 7 : I' — G und o : & — G die zugehorigen kanonischen Epimorphismen. Nach
Definition (1.9) von universellen Erweiterungen existiert ein Homomorphismus ¢ : I' — &
mit m =0 o ¢.

Nach (1.8) und (1.6)(b) ist (&,0) eine Schursche Erweiterung von G und & ist perfekt.
Somit folgt wie im Beweis zu (1.13), dass ¢ surjektiv ist. Sei Z = Kern(w). Wegen (1.12) ist
(I, Z) eine Schursche Erweiterung von G und I' ist endlich. Aus (1.14) folgt |Z] < |M(G)|.
Somit ist |I'| = |G||Z] < |G||M(G)| = |&| nach (1.8). Da ¢ surjektiv ist, folgt daraus die
erste Behauptung.

Die Eindeutigkeit und Endlichkeit von & folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von
I', vergleiche (1.10) und (1.12). O

Wichtig ist das folgende Korollar, in dem die bisherigen Ergebnisse zusammengefasst sind.
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(1.16) Korollar

Sei G perfekt mit Darstellungsgruppe &. Sei (H, Z) eine Schursche Erweiterung von G.
Dann existiert ein zentraler Normalteiler N < Z(®) mit & /N = H. Insbesondere teilt |Z|
die Ordnung von M (G). Es ist H = & genau dann, wenn |Z| = |M(G)|.

Beweis.
Verwende (1.15), (1.13), (1.14) und (1.8). O

In dieser Arbeit spielen einfache Gruppen und ihre nach Satz (1.15) eindeutig bestimm-
ten Darstellungsgruppen eine wichtige Rolle. Ebenso von Interesse sind auch Schursche
Erweiterungen von einfachen Gruppen, die nach Korollar (1.16) Faktorgruppen der Dar-
stellungsgruppe sind. Dabei kénnen in dieser Arbeit Schursche Erweiterungen an die Stelle
der Darstellungsgruppen treten; die zweite Eigenschaft einer Darstellungsgruppe in Satz
(1.8) wird in dieser Arbeit nicht benétigt. Im folgenden Setup wird dies festgehalten.

(1.17) Setup

Sei G einfach und (®,7) eine Schursche Erweiterung von G mit M := Kern(r). Nach
Satz (1.14) teilt M die Ordnung von M (G). Dabei ist ausdriicklich beides zugelassen, dass
|M| = |M(G)] ist oder | M| < |M(G)| gilt. Im ersten Fall ist & die Darstellungsgruppe von
G, im letzten Fall ist & eine echte Faktorgruppe der Darstellungsgruppe, vergleiche (1.16).

1.2 Charaktertafeln und Fusionen

Sei G eine endliche Gruppe. In diesem Abschnitt werden Charaktertafeln und Fusionen,
zentrale Objekte dieser Arbeit, eingefiihrt.

Zunichst werden Potenzabbildungen und Fusionen erklart. Sie sind auf den Konjugierten-
klassen einer Gruppe definiert.

(1.18) Definition
(a) Sein € Z.
Die Abbildung G — G, g — ¢" induziert eine Abbildung

pow, G CI(G) - CI(G)v CIG(Q) I CIG(gn)

Sie heifit (n-te) Potenzabbildung von G.
Sei P(G) := {pow, | p € P, p < maximale Elementordnung in G}.

(b) Sei U < G und ¢ : U — G eine Einbettung von U nach G. Die von ¢ induzierte
Abbildung
e : CI(U) — CI(G), Cly(u) — Clg(t(u))

heifit die Untergruppenfusion zu ¢ von U nach G.

(¢) Sei N <G und 7 : G — G/N der kanonische Epimorphismus. Die von 7 induzierte
Abbildung
7. : CUG) — CIG/N), Clg(g) — Clgn(gN)

heiBit die Faktorfusion zu 7 von G nach G/N.
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(d) Eine Fusion ist eine Untergruppen- oder eine Faktorfusion.

(1.19) Bemerkungen
(a) Fusionen sind durch die zu Grunde liegenden Homomorphismen eindeutig bestimmt.

(b) Da G endlich ist, ist die Abbildung pow_; ; durch die Potenzabbildungen mit positi-
ven Exponent bestimmt. Somit sind alle Potenzabbildungen von G wegen pow
POW,, ; © POW,, ; fiir alle n,m € N durch B(G) festgelegt.

nm,G —

(c) Seien U,V < G und ¢y und ¢y die zugehorigen Einbettungen mit ¢r7(u) = w fiir alle
u € U beziehungsweise 1ty (v) = v fiir alle v € V. Dann folgt aus U9 = V fiir ein
g € G, dass (ur),(Cly(u)) = (tv),(Cly(u9)) fir alle w € U gilt.

Nun werden Darstellungen eingefiihrt, welche der Definition von Charakteren zugrunde
liegen.

(1.20) Definition

Eine Darstellung von G (iiber C) ist ein Homomorphismus X : G — Gl,,(C) fiir ein
n € N.

Eine Darstellung X heifit reduzibel, wenn eine Matrix Z € Gl,,(C) existiert mit

1 o -’{1(9) * ..
ZX(9)Z = ( 0 Xa(g) fiir alle g € G,

wobei X1(g) € Glx(C) und X2(g) € GL,(C) mit 1 < k,m < n.

Ist X nicht reduzibel ist, so heifit X irreduzibel.
Die Darstellung X : G — Gl (C) = C*, g — 1, heifit triviale Darstellung.

Darstellungen konnen allgemeiner {iber beliebigen Koérpern eingefiihrt werden, dies ist aber
fiir die Zwecke dieser Arbeit nicht nétig.

Nun konnen Charaktere erkliart werden.

(1.21) Definition

Sei X eine Darstellung von G.

Der Charakter von X ist die Abbildung x : G — C, g — Spur(X(g)). Dabei heifit
n[= x(1)] der Grad von x. Ein Charakter y heifit irreduzibel, wenn X irreduzibel ist. Die
Menge der irreduziblen Charaktere von G werde mit Irr(G) bezeichnet. Ist x ein Charakter,
so heifit Kern(y) :={g € G | x(9) = x(1)} der Kern von . Ist Kern(x) = {1}, so heifit x
treu.

Da die Spur einer Matrix invariant unter Konjugation ist, gilt folgende Aussage, die be-
deutend fiir die Definition von Charaktertafeln ist.

(1.22) Lemma
Charaktere sind konstant auf den Konjugiertenklassen von G.

Aufgrund von Lemma (1.22) fithren wir folgende Notation ein: Fiir C' € CI(G) und einen
Charakter x von G definiere x(C) := x(g) fiir ein g € C'. Damit kénnen und werden wir
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einen Charakter von G auch als eine Funktion Cl(G) — C auffassen.

Auch das folgende Resultat ist wichtig im Hinblick auf Charaktertafeln.

(1.23) Satz
Die Anzahl der Konjugiertenklassen von G ist gleich der Anzahl der irreduziblen Charaktere
von G.

Beweis.
Siehe Corollary (2.7) in [Isa76]. O

(1.24) Definition & Bemerkung

Sei B¢ : Irr(G) x Cl(G) — C definiert durch ©¢((x,C)) := x(C). Nach Lemma (1.22) ist
© ¢ wohldefiniert.

Sei B(G) wie in Definition (1.18). Das Paar tbl(G) := (O¢, B(G)) bildet die Charakter-
tafel (oder kurz Tafel) von G.

(1.25) Bemerkung

Soll die Charaktertafel tbl(G) einer Gruppe explizit berechnet werden, ist eine Auswer-
tung von O¢ notig. Ordne Irr(G) und Cl(G) an, etwa Irr(G) := {x1, ..., xx} und CI(G) :=
{C4,...,C}. (Beachte hierbei Satz (1.23).) Damit induziert ©¢ eine ,, Tafel, das heif3t
eine Matrix (y;(C}))1<ij<k € C***, die als Eintriige die Werte der irreduziblen Charaktere
hat.

In der Regel wihlt man fiir x; den trivialen Charakter (Charakter der trivialen Darstel-
lung) und C; = {1}. Ansonsten gibt es aber keine natiirliche Anordnung von Irr(G) und
Cl(G), so dass (xi(C}))1<i,j<k nur bis auf Permutation der Zeilen und Spalten bestimmt
ist.

In dieser Arbeit steht — vergleiche Abschnitt 1.4 — die explizite Berechnung von tbl(G),
das heifit die Auswertung von Og, im Vordergrund. Daher wird unter ,,Missbrauch der
Notation“ bei fester Anordnung von Irr(G) und Cl(G) das Paar ((x:(Cj))i<ij<k, B(G))
ebenfalls Charaktertafel von G genannt und mit tbl(G) bezeichnet. Wie oben gesehen, ist
in diesem Sinne eine Charaktertafel nur bis auf Permutationen der Zeilen und Spalten von
(Xi(Cj))lgi,jgk bestimmt.

Wird im Folgenden von ,,der* Charaktertafel einer Gruppe gesprochen, so ist die Charak-
tertafel beziiglich einer festen Anordnung von Irr(G) und Cl(G) gemeint, zum Beispiel die
in einer Datenbank gespeicherte Tafel einer Gruppe, vergleiche Beispiel (1.33)(a).

Nach Bemerkung (1.25) ist es wiinschenswert, Charaktertafeln miteinander vergleichen zu
konnen. Dazu wird ein weiterer Begriff eingefiihrt.

(1.26) Definition & Bemerkung
Sei H eine endliche Gruppe.

(a) Eine Bijektion 7 : Cl(G) — CI(H) mit den Eigenschaften

(i) xom € Irr(G) fiir alle x € Irr(H) und
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(ii) 7o pow, ¢ = pow,, g o fiir alle p € P,
heifit ein Tafelisomorphismus von tbl(G) nach tbl(H) oder kurz von G nach H.

(b) Zwei Charaktertafeln tbl(G) und tbl(H) heifilen isomorph, falls ein Tafelisomorphis-
mus zwischen ihnen existiert. In diesem Fall kénnen Anordnungen von Irr(G) und
Cl(G) sowie Irr(H) und CI(H) gewé#hlt werden, so dass die von Og und ©p indu-
zierten Matrizen gleich sind.

(c) Ein Tafelisomorphismus von G nach G heifit ein Tafelautomorphismus. Die Menge
der Tafelautomorphismen von G werde mit TAut(G) bezeichnet. Mit der Verkniipfung
o bildet sie eine Gruppe.

(d) Ein Gruppenisomorphismus zwischen G und H induziert einen Tafelisomorphismus
von G nach H.

Nun wird auf das Zusammenspiel von Charaktertafeln und Fusionen eingegangen. Dazu
folgt eine einleitende Bemerkung.

(1.27) Bemerkung

Fusionen und Charaktere stehen in Zusammenhang, ein Beispiel: Sei U < G und f :
Cl(U) — CI(G) die von der natiirlichen Einbettung induzierten Fusion. Ist x ein Charak-
ter von G, so ist x o f der eingeschriinkte Charakter von x auf U (siehe [Isa76], Absatz
nach Definition (2.26)). Mittels Fusionen kénnen also aus Charakteren ,,neue“ Charaktere
gebildet werden.

Allerdings konnen Fusionen nach der bisherigen Definition nur aufgrund eines Homomor-
phismus zwischen den Gruppen gebildet werden. In der Praxis, so auch in dieser Arbeit,
gibt es aber Situationen, in denen man zwar die Charaktertafeln tbl(U) und tbl(G) zur
Verfiigung hat, aber keine explizite Darstellung der Gruppen und somit kein Homomor-
phismus und keine Fusion angegeben werden kann. Nun ist es wiinschenswert, auch unter
diesen Umsténden eine Abbildung zwischen den Konjugiertenklassen zu kennen, die die
Eigenschaften einer Fusion hat.

Es kann auch sein, dass Tafeln tbl(H) und tbl(G) zur Verfiigung stehen und dass ohne
weitere Informationen iiber die zugehorigen Gruppen entschieden werden soll, ob H < G
gilt. Bei der dreizehnten maximalen Untergruppe von Og (2), siehe Abschnitt 6.3, kommt
es zu so einem Fall.

Dies sind zwei Beweggriinde, den Begriff Fusion in der folgenden Definition mit Hilfe von
Charaktertafeln zu erweitern.

In der oben angesprochenen Definition treten Strukturkonstantenten cxy z(G) von G mit
Konjugiertenklassen X,Y und Z auf. Sie sind definiert durch XY =} ZeCIG) CXY z(G)Z,

wobei X := > sex * € CG, vergleiche [CR90], Lemma 3.37(a).

(1.28) Definition
Seien H eine endliche Gruppe und tbl(G) und tbl(H) die Charaktertafeln von G und H.

(a) Eine Abbildung
fus$ : CI(H) — CI(G)
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heifit Untergruppentafelfusion, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

(i) Fiir jeden irreduziblen Charakter y von G ist die , Einschrinkung® x o fusg auf
H ein Charakter von H.

(ii) Die Abbildung fus$; vertauscht mit den Potenzabbildungen aus B(G) und B(H),
vergleiche (1.26)(a)(ii).

(iii) Fiir jede Konjugiertenklasse K in H gilt: Fiir jedes k € K und jedes [ € fus%(K )
gilt: | Cg (k)| teilt | Ce(l)], und die Ordnungen von k und [ sind gleich.

(iv) Die Strukturkonstanten von H sind nicht grofier als die zugehorigen Struktur-
konstanten in G:
Ist cxyz(H) eine Strukturkonstante von H zu H-Konjugiertenklassen X, Y und
Z,s0ist exyz(H) < Cf(X)f(Y)f(Z)(G) fir f := fusg.

(b) Eine Abbildung
fus? : C1(G) — CI(H)

heifit Faktortafelfusion, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

(i) Die Abbildung fusZ ist surjektiv.

(ii) Fiir jeden irreduziblen Charakter x von H ist Xofusg ein irreduzibler Charakter
von G.

(iii) Die Abbildung fusZ vertauscht mit den Potenzabbildungen aus §8(H) und P(G),
vergleiche (1.26)(a)(ii).

(c) Eine Tafelfusion ist eine Untergruppen- oder eine Faktortafelfusion.

Im Gegensatz zu Untergruppentafelfusionen kann bei Faktortafelfusionen in Definition
(1.28)(b)(ii) gefordert werden, dass die ,eingeschrinkten irreduziblen Charaktere auf H
wieder irreduzibel sind. Grundlage dafiir ist das folgende Lemma, das besagt, ist N ein
Normalteiler von G, so existiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen Charakteren von
G/N und denjenigen von G, deren Kerne N enthalten.

(1.29) Lemma
Sei N < G.

(a) Ist x ein Charakter von G mit N < Kern(y), so ist x konstant auf den Nebenklassen
von N in G und die Abbildung x : G/N — C definiert durch x(gN) := x(g) ist ein
Charakter von G/N.

(b) Ist x ein Charakter von G/N, so ist die Abbildung x : G — C definiert durch
x(9) := x(gN) ein Charakter von G.
In diesem Fall heifit x die Inflation von x auf G.

(c) In (a) und (b) gilt: x ist irreduzibel genau dann, wenn X irreduziblel ist.

(d) Ist x ein Charakter von G, so ist Kern(x) < G.
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Beweis.
Fiir (a) — (c) siehe [Isa76], Lemma 2.22. Aus [Isa76], Lemma 2.19 folgt (d). O

Der neue Begriff Tafelfusion wird weiter erldutert und es werden Zusammenhénge zu Fu-
sionen aufgezeigt.

(1.30) Bemerkungen
(a) Wie in (1.27) bemerkt, ist die Idee bei Tafelfusionen, Abbildungen zwischen Cha-
raktertafeln ohne Riickgriff auf die Gruppen zu definieren. Insbesondere wird also
bei der Definition der Abbildungen in (1.28) keine Beziehung zwischen den Gruppen
(Untergruppe — Gruppe oder Gruppe — Faktorgruppe) vorausgesetzt.

(b) Sei H < G und ¢ : H — G die Einbettung. Die induzierte Untergruppenfusion
1, erfiillt die Bedingungen aus (1.28)(a), ist also auch eine Untergruppentafelfusion.
Auch im Fall H £ G kann es Tafelfusionen zwischen H und G geben. Ein Beispiel
hierzu wird in (1.33) angegeben. , Untergruppentafelfusionen® sind Kandidaten fiir
,echte* Fusionen, insofern ist der Name motiviert.

Analoges gilt fiir Faktorfusionen und Faktortafelfusionen, das heifit die von Epimor-
phismen induzierten Faktorfusionen sind Faktortafelfusionen, wihrend es umgekehrt
Faktortafelfusionen zwischen den Tafeln zweier Gruppen geben kann, zwischen denen
kein Epimorphismus existiert.

Dies motiviert folgende Konvention: Soll der Unterschied zwischen den Abbildungen
aus Definition (1.18)(d) und (1.28)(c) deutlich gemacht werden, so wird im Weiteren
von ,echten“ Fusionen beziehungsweise Tafelfusionen gesprochen. Ansonsten wird
lediglich von Fusionen gesprochen.

(¢) Zu zwei Tafeln kann es durchaus mehrere Untergruppentafelfusionen geben, die sich
»,mehr oder weniger stark® unterscheiden. In nachfolgender Bemerkung (1.31) und
im nachfolgenden Beispiel (1.33) wird dies erldutert.

In (1.30)(c) deutet sich ein Zusammenhang zwischen Tafelautomorphismen und Fusionen
an. In der folgenden Bemerkung wird dies intensiviert und eine Sprechweise eingefiihrt.

(1.31) Bemerkung

Sei H eine endliche Gruppe und F' die Menge der Untergruppentafelfusionen oder die Menge
der Faktortafelfusionen von CI(H) nach CI(G). Dann operiert TAut(H) x TAut(G) auf F
durch (ag, ag).f == ozGofoozI_{l fir f € F und ag € TAut(H) sowie ag € TAut(G). Damit
operieren auch TAut(H) und TAut(G) durch ap.f = (am,idcyq))-f beziehungsweise
ag.f = (idcymy, o). f auf F.

Liegen f1, fo € F in einer Bahn unter der Operationen von TAut(H) x TAut(G) so sagen
wir, dass sich f1 und fs nur durch Tafelautomorphismen unterscheiden. Andernfalls werden
f1 und f5 wesentlich verschieden genannt.

Bei der Berechnung von Charaktertafeln und Fusionen, die auch Bestandteil dieser Arbeit
ist, ndheres spéater dazu in Abschnitt 1.4, sind heutzutage Computer und Computeralge-
brasysteme eine grofie Hilfe. Die Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit werden mit dem
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Programm GAP durchgefiihrt; fiir Informationen dazu siehe [GAP05]. Um mit Charak-
teren, Fusionen und Potenzabbildungen effizient rechnen zu kénnen, werden sie als Listen
aufgefasst. Dies wird in der folgenden Bemerkung genauer beschrieben.

(1.32) Bemerkung

Sei tbl(G) die Charaktertafel von G und seien Irr(G), CI(G) und (x:(Cj))i<i,j<r Wie in
Bemerkung (1.25). Sei H eine endliche Gruppe mit Charaktertafel tbl(H) und sei F' die
Menge der Fusionen von Cl(H) nach C1(G). Sei fus% € F. Die Gruppe H habe m Konju-
giertenklassen.

Um die Handhabung der Charaktere, Fusionen und Potenzabbildungen (mit dem Compu-
ter) zu erleichtern, werden die Zeilen und Spalten von (x;(Cj))i1<ij<k von 1 bis k& num-
meriert und somit wird jedem irreduziblen Charakter und jeder Konjugiertenklasse eine
Nummer zugewiesen.

Fiir x; schreiben wir [x;(C1), ..., xi(Ck)].

Fiir fusg schreiben wir [ag,...,ay,) mit 1 < a; < k fur alle 1 < j < m. Dabei bedeutet
a; = 1, dass die j-te Konjugiertenklasse von H unter fus% auf die i-te Konjugiertenklasse
von (G abgebildet wird.

Fiir pow,, ; € B(G) schreiben wir [py, ..., px] mit analoger Interpretation wie bei fus$.
Nach Bemerkung (1.31) operieren TAut(H), TAut(G) und TAut(H) x TAut(G) auf F.
Dies kann wie folgt beschrieben werden: Schreibe ag € TAut(G) als Element von S.
Nun ist ag.fus$ = ag o fus§ gegeben durch [ag(ay),...,ag(am)]. Die Operation von
TAut(G) bewirkt also Permutationen der Spalten von (x;(C}))i<i,j<k- Entsprechend per-
mutiert TAut(H) die Spalten der von O induzierten Matrix: Fasse ay € TAut(H) als
Element von S, auf, dann ist ag. fus% = fus% 004;]1 durch [aa;(l), e gt (m)] gegeben.
Bei Rechnungen in GAP ist dabei zu beachten, dass sdmtliche Operationen in GAP von
rechts durchgefiihrt werden. In dieser Arbeit sind jedoch lediglich die Bahnen der Opera-
tion von Interesse, so dass die Unterscheidung zwischen Links- und Rechtsoperation nach-
ranging ist. Es wird daher weiterhin die Schreibweise der Linksoperation verwendet.

Sind tbl(G) und tbl(H) isomorph, so kénnen nach (1.26) Anordnungen von Irr(G) und
Cl(G) sowie Irr(H) und Cl(H) gewihlt werden, so dass die von O¢ und O induzierten
Matrizen gleich sind und B(G) und P(H) durch die gleichen Listen dargestellt werden.
Somit kann in GAP fiir isomorphe Tafeln die gleiche Tafel verwendet werden.

Die folgenden Beispiele dienen zur Veranschaulichung.

(1.33) Beispiele

(a) In Tabelle 1.1 sind die GAP-Bibliothekstafeln der alternierenden Gruppen A5 und
Ag abgebildet. Die Tafeln lassen sich in drei Teile einteilen. Im ersten Teil sind die
Primfaktorzerlegungen der Zentralisatorordnungen der Konjugiertenklassenvertreter
gegeben. Der zweite Teil enthilt die Potenzabbildungen 9B(A5) und P(Ag), die nach
Bemerkung (1.19)(b) geniigen, sémtliche Potenzabbildungen von 45 beziehungsweise
Ag zu bestimmen. Die ersten beiden Teile bilden den , Tafelkopf“. Der dritte Teil
enthilt die Werte der irreduziblen Charaktere.
Die Gruppe der Tafelautomorphismen der A5 wird erzeugt von der Permutation (4, 5).
Eine Vertauschung der Spalten 4 und 5 bewirkt eine Vertauschung von A und *A.

(b) Untergruppentafelfusionen zwischen zwei Charaktertafeln kénnen in GAP mit dem
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A5 A6
2 2 2 2 3 3 2
3 1 1 . 3 2 2 2 .
5 1 1 1 5 1 1 1
la 2a 3a ba 5b la 2a 3a 3b 4a ba 5b
2P la la 3a 5b ba 2P la l1a 3a 3b 2a 5b ba
3P la 2a la 5b ba 3P la 2a la la 4a 5b ba
BP la 2a 3a la 1la 5P la 2a 3a 3b 4a la 1la
X.1 11 1 1 1 X.1 11 1 1 1 1 1
X.2 3 -1 . *A X.2 5 1 -1 -1
X.3 3-1 . xA A X.3 5 1-1 2 -1
X.4 4 1 -1 -1 X.4 8 -1 -1 A *A
X.5 5 1 -1 X.5 8 -1 -1 . %A A
X.6 91 . . 1-1-1
X.7 10 -2 1 1

Dabei sind A = _1%‘/5 und *A = —1-V5

Tabelle 1.1: Charaktertafeln von A5 und Ag

Befehl PossibleClassFusions berechnet werden. Beispielsweise liefert dieser Befehl
angewandt auf die GAP-Bibliothekstafeln der alternierenden Gruppen A5 und Ag vier
(Untergruppen-)Tafelfusionen: [[1,2,3,6,7],[1,2,3,7,6],[1,2,4,6,7],[1,2,4,7,6]].

Die Tafelautomorphismen von Ag sind gegeben durch TAut(Ag) = ((3,4), (6,7)). Die
vier Tafelfusionen unterscheiden sich also lediglich durch Operation von TAut(Ag). In
GAP konnen mittels der Routine RepresentativesFusions Vertreter von Bahnen,
die jeweils durch die Operation von TAut(As), TAut(Ag) oder TAut(As) x TAut(Ag)
bewirkt werden, ermittelt werden (vergleiche Bemerkung (1.31)). In diesem Beispiel
berechnet GAP die Liste [[1,2,3,6,7]], womit rechnerisch bestiitigt ist, dass alle Ta-
felfusionen sich lediglich durch Operation von Tafelautomorphismen unterscheiden.
Nach [CCNT03] enthélt die Ag jedoch zwei Konjugiertenklassen von Untergruppen
des Isomorphietyps As. Bezeichne Konjugiertenklassenvertreter mit .Aé und A%, Wo-
bei nach [CCNT03] eine von ihnen Elemente der Konjugiertenklasse 3a und die andere
FElemente der Konjugiertenklasse 3b enthiéilt. Dies spiegelt sich bei den Fusionen fusjg
und fusjg wider: Fiir fusj? kann eine der obigen vier Tafelfusionen gewihlt werden
(da sie wiE)e oben gesehen glgichwertig sind), etwa die erste: [1,2, 3,6, 7]. Dies bedeutet,
dass die Konjugiertenklasse mit den Elementen der Ordnung drei auf die Klasse 3a
abgebildet wird, das heifit, bei dieser Namensgebung enthlt A} Elemente der Klasse

3a. Fiir die Fusion fusjg ist nun festgelegt, dass die Klasse der Elemente der Ordnung

drei auf die Klasse 3b ;bgebildet werden muss, damit kommen als Fusionen lediglich
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[1,2,4,6,7) und [1,2,4,7,6] in Frage. Wegen TAut(As) = ((4,5)) sind beide moglich.
Allgemein und detailliert wird das Vorgehen in solch einer Situation in Abschnitt 5.2
geschildert.

(c) Seien U,V < G, die in G konjugiert zueinander sind. Nach (1.26)(b) und (1.26)(d)
konnen zugehorige Charaktertafeln tbl(U) und tbl(V) gew#hlt werden, so dass die
von Oy und Oy induzierten Matrizen gleich sind. In dieser Situation kann dariiber
hinaus mit der Schreibweise aus (1.32) fiir fus{} und fus{} die gleiche Fusion gewiihlt
werden.

(d) Es folgt ein Beispiel, dass Tafelfusionen auch wesentlich verschieden sein kénnen:
Die Darstellungsgruppen der A5 und der Jankogruppe Js seien mit 2..45 beziehungs-
weise 2.J5 bezeichnet. Mit Hilfe von [CCNT03] und Methoden, die in Kapitel 2 vor-
gestellt werden, kann man 2.45 < 2.J5 zeigen.

Zwischen den zugehorigen Tafeln gibt es vier Untergruppentafelfusionen, wobei im
Gegensatz zu (b) bei der Operation von TAut(2.45) x TAut(2.J2) auf den Fusionen
zwei Bahnen mit je zwei Fusionen enstehen; es gibt also Fusionen, die wesentlich
verschieden sind. Man kann weiter zeigen, dass Vertreter beider Bahnen ,,echt* sind;
eine wird durch die Einbettung einer maximalen Untergruppe 2.A45 in 2.J5 realisiert,
die andere stammt von einer nichtmaximalen Untergruppe 2.A45 von 2..Js.

Ein weiteres Beispiel liefert die Gruppe Ug(2), die in Abschnitt 6.4 genauer untersucht
wird.

(e) Es kann Untergruppentafelfusionen von H nach G geben, obwohl H keine Untergrup-
pe von G ist:
Rechnungen mit GAP ergeben, dass es zwei Unterguppentafelfusionen von Sg in die
sporadische einfache Gruppe My gibt. Allerdings ist Sg £ Mas, da es keine Einbet-
tung von Sg in eine maximale Untergruppe von Mas gibt.
Ein ,, prominentes* Beispiel liefern auch das Monster M und die Jankogruppe J;: Die
Tafeln dieser Gruppen erlauben eine Untergruppentafelfusion von J; nach M, jedoch
hat es einige Zeit gedauert, bis bewiesen werden konnte, dass J; £ M gilt. Siehe dazu
die Bemerkung in [CCN103], Seite 231, und [BN95].

1.3 Gruppen mit exzeptionellem Multiplikator

Fiir eine endliche Gruppe vom Lie-Typ, hierzu zédhlen unter anderem die klassischen Grup-
pen, das heifit die linearen, unitiren, symplektischen und orthogonalen Gruppen (fiir ndhere
Informationen siehe Paragraph 47 in [Asc00] und Kapitel 3 in [CCNT03]), ist der Schursche
Multiplikator das direkte Produkt von Gruppen der Ordnung d (,,diagonaler Multiplika-
tor“) und e (,exzeptioneller Multiplikator”). Dabei sind d und e eindeutig bestimmt und
lassen sich durch Parameter der Gruppe berechnen. Somit ist insbesondere die Ordnung
des Multiplikators bekannt.

Nur bei endlich vielen Gruppen vom Lie-Typ ist e # 1. Man sagt, diese endlich vielen Aus-
nahmegruppen haben einen ,exzeptionellen Multiplikator®. Sie sind hiufig von besonderem
Interesse, so auch in der vorliegenden Arbeit. In der Tabelle 1.2 sind sie zusammengefasst.
Es wird die Bezeichnung der Gruppe in der Terminolgie der Gruppen vom Lie-Typ und
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ihr — wenn vorhanden — ,klassischer Name, sowie der Wert von e und ihr Multiplikator
angegeben.

(1.34) Bemerkungen
(a) Bis auf die Gruppe B2(2) = S sind alle Gruppen der Tabelle 1.2 einfach.

(b) Der Multiplikator der alternierenden Gruppen A4, ist bis auf endlich viele Ausnah-
mefiille isomorph zu Cy. Fiir n < 3 ist er trivial, und fiir n € {6,7} ist er isomorph
zu Cg, siehe dazu Theorem 2.12.5 in [Kar87].

Nach Satz I1.2.4 in [Hup67] ist A,, fiir n > 5 einfach.

(¢) Nach [CCNT03] ist O7(2) = Sg(2).

1.4 Die Aufgabe

Wie bereits in Abschnitt 1.2 erwiahnt, wird das Computeralgebrasystem GAP fiir diese Ar-
beit verwendet. Es hat eine Bibliothek mit Charaktertafeln gewisser Gruppen. Sie wird in
der vorliegenden Arbeit benutzt und erweitert.

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel ist der Atlas of finite groups, siche [CCNT03]. Gruppen,
die in [CCNT03] beschrieben sind, werden im Folgenden kurz Atlasgruppen genannt.
Gegeben sei das Setup (1.17), wobei G und & Atlasgruppen seien. Fiir die meisten Atlas-
gruppen und fiir alle im Rahmen dieser Arbeit auftretenden Gruppen G und & sind in der
GAP-Bibliothek eine Charaktertafel vorhanden, welche mit tbl(G) beziehungsweise tbl(®)
bezeichnet werden. In der Bibliothek ist ebenfalls jeweils eine Fusion fusg gespeichert.

In der Regel sind die Charaktertafeln der maximalen Untergruppen von & noch nicht in der
GAP-Bibliothek vorhanden. Sie zu berechnen, so dass sie in die Bibliothek aufgenommen
werden konnen, ist ein Ziel dieser Diplomarbeit. Im Folgenden wird die Aufgabenstellung
prézisiert.

FEin wichtiges Instrument ist der folgende Satz, der eine Bijektion zwischen den maximalen
Untergruppen von G und denen von & herstellt. Er gilt bereits fiir beliebige Schursche
Erweiterungen von endlichen, nicht notwendig einfachen Gruppen.

Gruppe e | Multiplikator Gruppe e | Multiplikator
A1(4) = ./45 2 02 232(8) = 52(8) 22 02 X 02
Al(g) = Ag 3 Cs 33(2) = 07(2) 2 Co

Ay(2) 2 L3(2) | 2 Oy Bs(3) = 0:(3) | 3 Cs
Ag(4) = Ls(4) 42 | Cy x Cy x Csq C53(2) = S6(2) 2 Cy
A3(2) = A8 2 02 D4(2) = O;(Q) 22 02 X 02
2A3(2) =Uy(2) | 2 Cy G2(3) 3 Cs
2A3(3) = U4(3) 32 04 X 03 X 03 G2(4) 2 02
2A5(2) = U6(2) 22 Cg X Cg X CQ F4(2) 2 CQ
B2(2) = 86 2 02 2E6(2) 22 03 X 02 X 02

Tabelle 1.2: Gruppen mit exzeptionellen Multiplikator; aus [CCNT03], Seite xvi
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(1.35) Satz

Sei G eine endliche (nicht notwendig einfache) Gruppe und (H,r) eine Schursche Erwei-
terung von G. Dann ist Z := Kern(w) in jeder maximalen Untergruppe von H enthalten
und es gilt fiir U < G:

U<G maximal <= U:=7 '(U)<H maximal

In diesem Sinne wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit hdufig von einem Paar maximaler
Untergruppen (U, 1) oder von korrespondierenden maximalen Untergruppen gesprochen.

Beweis.

Sei V' < H maximal. Zeige Z < V. Nimm dazu an, dass dies nicht gilt. Dann ist W :=
(V,Z) =VZ 2 V. Wegen der Maximalitét von V ist also W = H. Da Z zentral ist, ist
VI Hundesist H/'V =2 Z/Z NV abelsch. Also ist H' < V. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, da Z < H' ist.

Nun zu der Aquivalenzaussage.

Sei zunichst U < G maximal. Sei =1 (U) £ T
Maximalitét von U folgt T/Z = n(T) = G =
maximal in H.

Nun sei umgekehrt 7=3(U) < H maximal. Sei U S S < G. Da 7 surjektiv ist, ist
71 U) £ 7 4(S). Wegen der Maximalitit von 7~ 1(U) ist somit 7=1(S) = H. Wieder-
um da 7 surjektiv, folgt schlieBlich: S = 7(7=1(S)) = 7(H) = G; das heifit U ist maximal
in G. (]

< H.Esist U S 7n(T) < G. Wegen der
H/Z, also T = H; das heifit 7=1(U) ist

Damit kann das Setup (1.17) erweitert werden:

(1.36) Setup

Sei G einfach und (&, 7) eine Schursche Erweiterung von G mit M := Kern(7), vergleiche
(1.17). Weiter sei U < G eine maximale Untergruppe von G und 4 := 7~ }(U) die zu
U korrespondierende maximale Untergruppe von &, geméf Satz (1.35). Insbesondere ist
(U, M) eine zentrale Erweiterung von U.

Gegeben sei das Setup (1.36).

Falls die Tafeln fiir U oder fiir das Urbild {4 noch nicht Bestandteil der GAP-Bibliothek
sind, so sollen diese berechnet und gespeichert werden, so dass sie in die GAP-Bibliothek
aufgenommen werden kénnen. Zu den Tafel von U und 4 ,,gehéren* Fusionen fusg bezie-
hungsweise fusff und fusg. Diese sollen zueinander passen (kompatibel sein), in dem Sinne,
dass folgendes Diagramm (%) kommutiert:

G
fusg;

CUU) —L CLG)

fusy T Tfusg (%)

&
fusg

Cly) S cus)
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Da nach den Beispielen aus (1.33) im Allgemeinen mehrere Tafeln und Fusionen existieren,
ist festzulegen, welche Tafeln und Fusionen im Diagramm () gemeint sind:

Wenn die Tafeln in der Bibliothek vorhanden sind, so sind die vorhandenen fiir das Dia-
gramm zu betrachten. Ist eine der Tafeln von U oder 4 noch nicht in der Bibliothek, so
ist mit tbl(U) beziehungsweise tbl(il) die neu ,berechnete Tafel* gemeint. Um die analo-
ge Frage fiir die Fusionen zu kliren, seien L, K € {U,4,G,®}. Ist ein Homomorphismus
L — K gegeben (zum Beispiel kénnen explizite Darstellungen der Gruppen gegeben sein
und der Homomorphismus ist die natiirliche Einbettung), so ist dadurch die Fusion zwi-
schen den Tafeln (und somit der zugehorige Pfeil in (%)) eindeutig gegeben. In Kapitel 3
wird darauf niher eingegangen. Ist dies jedoch nicht der Fall, so ist der Pfeil in (x) als eine
Tafelfusion im Sinne von Definition (1.28) zu verstehen. Da es nach Beispiel (1.33) sein
kann, dass es zu zwei Tafeln mehrere Tafelfusionen gibt, ist es eventuell nétig, eine Wahl
unter den moglichen Tafelfusionen zu treffen. Hierbei ist unter anderem auf die Kommu-
tativitdt des Diagramms (*) zu achten, detailliert wird dieser Frage vor Allem in Kapitel
5 nachgegangen.

Diese ,,Prozedur* soll fiir alle maximalen Untergruppen von G und & durchgefiihrt werden,
wobei es nach Beispiel (1.33)(c) ausreicht, sich auf Vertreter der Konjugiertenklassen ma-
ximaler Untergruppen zu beschrinken. Fiir diese Arbeit ist daher stets ,,maximale Unter-
gruppe” mit ,, Vertreter einer Konjugiertenklasse maximaler Untergruppen* gleichzusetzen.
Bei Betrachtung mehrerer Untergruppen ist zusétzlich auf Konsistenz zwischen den Tafeln
der einzelnen Untergruppen zu achten ist. Dies wurde schon in Beispiel (1.33)(b) deutlich
und wird in Abschnitt 5.2 erldutert.

Héufig ist eine Tafel von U bereits in der GAP-Bibliothek vorhanden ist, wihrend eine Tafel
fiir 4 neu zu berechnen ist.

Wie oben schon erw#hnt, sollen neu berechnete Tafeln in die GAP-Bibliothek aufgenommen
werden. Dazu muss der Tafel ein Name gegeben werden, der die Struktur der zugehorigen
Gruppe beschreibt. Bei der Untergruppe U ist dies einfach, es wird der Name von U aus
[CCNT03] {iibernommen. Die Gruppe U ist von der Form M.U, zur Erklirung der Notation
sieche Anhang A. Als Name kann somit M.U gewéahlt werden, jedoch lohnt es sich in einigen
Fillen, die Struktur von 4 genauer zu untersuchen. Es kann nédmlich sein, dass ein genauerer
Name fiir 4 angegeben werden kann, zum Beispiel falls &{ = M x U gilt. Dieser Fall des
direkten Produktes ist nicht nur besonders ,,hiibsch*, sondern ermoglicht auch eine effiziente
Berechnung und Speicherung der Tafel von 4 und ist daher von besonderem Interesse.

Zusammengefasst lautet also das Thema in Kurzform:

Berechnung der Charaktertafeln der maximalen Untergruppen der Darstellungsgruppen
ausgewihlter einfacher Atlasgruppen (unter anderem Gruppen mit exzeptionellem Multi-
plikator, vergleiche Abschnitt 1.3) und — falls noch nicht in der GAP-Bibliothek gespeichert
— auch der Tafeln der zugehdrigen maximalen Untergruppen dieser Atlasgruppen. Weiter-
hin sollen Fusionen zwischen allen ,beteiligten® Gruppen berechnet werden, so dass das
Diagramm (*) kommutiert. Schliefilich sollen (mdoglichst genaue) Namen fiir die Tafeln der
maximalen Untergruppen angegeben werden.

Nachfolgend ein Uberblick iiber die weitere Vorgehensweise und den Inhalt der nichsten
Kapitel.
In Kapitel 2 werden mittels Kenntnissen iiber U und M Aussagen iiber die Struktur von



24 Grundlagen

31 gemacht. Insbesondere werden hinreichende Bedingungen fiir den besonders , hiibschen*
Speziallfall &4 = M x U angegeben.

In GAP gibt es mit SchurCover die Moglichkeit, die Darstellungsgruppe von nicht , allzu
groflen® Gruppen zu berechnen. Weiterhin kann man mit GAP die maximalen Untergruppen
von nicht ,allzu grofen* Gruppen bestimmen. Auf diese Weise kann man also versuchen,
iiber die Gruppen zu den Tafeln und Fusionen zu gelangen, siehe dazu Kapitel 3.

In Kapitel 4 werden Moglichkeiten vorgestellt, Untergruppen in GAP gezielt zu erzeugen,
wovon nachfolgend héufig Gebrauch gemacht wird.

In Kapitel 5 werden mittels der Ergebnisse der Kapitel 2 und 4 Methoden entwickelt, die
das Berechnen der Tafeln ohne die méchtigen Werkzeuge von Kapitel 3 erlauben. Weiterhin
wird erldutert, wie die Tafelfusionen fiir das Diagramm (x) bestimmt werden kénnen, und
zwar ohne Verwendung eines Homomorphismus. Damit kénnen auch ,,gréflere“ Gruppen
untersucht werden.

Ausgewihlte Gruppen werden in Kapitel 6 vorgestellt. Weiterhin werden in Kapitel 6 die
in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse zusammengefasst.



Kapitel 2

Struktursatze

Fiir das gesamte Kapitel sei das Setup (1.36) gegeben.

In diesem Kapitel werden mit Hilfe von Kenntnissen iiber U und M Aussagen {iber die
Struktur von Ll gemacht, was als ein Ziel dieser Arbeit in Abschnitt 1.4 formuliert wurde.
FEin besonders schoner Sonderfall liegt zum Beispiel vor, wenn 4 =2 M x U gilt; hierfiir
werden hinreichende Bedingungen angegeben.

2.1 U und M haben teilerfremde Ordnung

Mit dem folgenden Satz kann eine hinreichende Bedingung fiir & = M x U formuliert
werden. Der Beweis nutzt wesentlich den Satz von Schur und Zassenhaus, der zum Beispiel
in [KS98], 6.2.1, zu finden ist.

(2.1) Satz (Schur-Zassenhaus-Argument)
Seien V, Z Gruppen mit ggT(|Z|,|V|) =1 und (H, Z) eine zentrale Erweiterung von V.
Dannist H=Z x V.

Beweis.

Es ist insbesondere Z < H. Wegen ggT(|Z],|H/Z|) = ggT(|Z|,|V]) = 1 existiert nach dem
Satz von Schur und Zassenhaus eine Untergruppe K < H mit H = KZ und KN Z = {1}.
Damit ist K 2 H/Z = V.

Da Z zentral ist, vertauscht Z mit K (sogar elementweise). Daraus folgt K < H, und
damit die Behauptung. O

Dies ldsst sich direkt auf die Situation in (1.36) anwenden, und es folgt das

(2.2) Korollar
Sei U < G mit ggT(|M|,|U|) = 1. Dann ist 4 = M x U.
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2.2 U ist perfekt

Unter der Voraussetzung, dass U perfekt ist, ist ebenfalls eine Aussage iiber die Struktur
von U moglich. Der folgende Satz ist dazu grundlegend.

(2.3) Satz

Sei V' perfekt und Z eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung. Weiter sei (H,Z) eine
zentrale Erweiterung von V. Dann ist H = V x Z oder (H, Z) ist eine Schursche Erweiterung
von V.

Beweis.

Sei (H, Z) keine Schursche Erweiterung von V. Dann ist Z £ H', also H' N Z # Z. Nach
Voraussetzung an Z folgt H'NZ = {1}. Weiter ist H/H'Z = (H/Z)/(H'Z/Z) eine abelsche
Faktorgruppe von V. Da V perfekt ist, ist somit H/H'Z = {1}. Es folgt H'Z = H, also
H>H xZund H V. U

Auch hier kann man Satz (2.3) sofort auf (1.36) anwenden:

(2.4) Korollar
Sei U < G eine perfekte Untergruppe von G und sei M zyklisch von Primzahlordnung.
Dann ist 4 = M x U oder (U, M) ist eine Schursche Erweiterung von U.

Gegeben seien die Voraussetzungen von Satz (2.3). Ist die Ordnung des Multiplikators von
V' bekannt, so kann eine hinreichende Bedingung fiir den Fall des direkten Produktes in
(2.3) angegeben werden, die leicht zu {iberpriifen ist:

(2.5) Satz

Seien V, Z und (H, Z) wie in (2.3). Weiter gelte |Z| { |M(V')|. Dann ist H =V x Z.
Beweis.

Nach (2.3) geniigt es zu zeigen, dass (H, Z) keine Schursche Erweiterung von V' ist. Dies
folgt aber aus (1.14). O

2.3 U ist ,fast perfekt*

Im vorherigen Abschnitt war die Perfektheit von U eine wichtige Voraussetzung. Dies soll
nun so abgeschwicht werden, dass U lediglich die Form U = S.P (Notation im Anhang A
erklirt) haben soll, wobei S eine perfekte Gruppe ist und P eine p-Gruppe zur Primzahl p
ist. In diesem Sinne ist also U ,fast perfekt“. Zunéchst aber folgt ein vorbereitender Satz.

(2.6) Satz

Sei V' von der Form S.P, wobei S eine endliche Gruppe und P eine p-Gruppe zur Primzahl
p seien. Sei () eine abelsche Gruppe mit ggT(p,|Q|) = 1. Weiter sei (H, () eine zentrale
Erweiterung von V mit zugehérigem Epimorphismus o. Ferner sei 0=(S) = Q x S und S
charakteristisch in Q x S. Dann ist H~ Q x V.
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Beweis.

Wegen S QV ist Q x S < H. Da S eine charakteristische Untergruppe von @) X S ist, ist
S ein Normalteiler von H. Der zu @ isomorphe Normalteiler Q := (Q x S)/S von H/S
besitzt wegen ggT(p,|Q|) = 1 nach dem Satz von Schur und Zassenhaus ein Komplement
S/S. Dieses ist normal in H/S, weil Q zentral ist. Somit ist auch S normal in H. Wegen
SN(Q x S) S folgt SNQ = {1}. Aufgrund von S = H/Q = V folgt die Behauptung. (]

Eine Kombination der Sétze (2.5) und (2.6) liefert eine niitzliche Anwendung.

(2.7) Korollar
Sei U = S.P < G wobei S eine perfekte Gruppe und P wie in (2.6) seien. Weiter sei M
von Primzahlordnung q mit q # p. Ferner gelte q 1 |M(S)|. Dann ist 4= M x U.

Beweis.

Nach (1.36) ist (4, M) eine zentrale Erweiterung von U, folglich ist (7~1(S), M) eine zen-
trale Erweiterung von S. Damit ist 771(S) & M x S nach (2.5). SchlieBlich ist S charakte-
ristisch in M x S, da S einziger Normalteiler von M x S der Ordnung |S| ist. Damit folgt
die Behauptung aus (2.6). O

Bei den bisherigen Untersuchungen war eine perfekte Gruppe S Normalteiler in U mit
Faktorgruppe P. Nun soll dies umgekehrt sein, das heifit P ist Normalteiler von U mit
Faktorgruppe S. Dies ist fiir die Anwendungen ebenfalls von Interesse und man erhélt mit
dhnlichen Argumenten dhnliche Ergebnisse. Zunéchst folgt ein vorbereitender Satz, analog
u (2.6).

(2.8) Satz

Sei V' von der Form P.S, wobei S eine endliche Gruppe und P eine p-Gruppe zur Primzahl
p seien. Sei () eine abelsche Gruppe mit ggT(p,|Q|) = 1. Weiter sei (H, Q) eine zentrale
Erweiterung von V. Ferner gelte K = @ x S fiir jede zentrale Erweiterung (K, Q) von S.
Dann ist H=Q x V.

Beweis.

Nach Voraussetzung existiert ein Normalteiler Q < H mit Q /Q = P.Da Q in H zentral
ist, ist (Q, Q) eine zentrale Erweiterung von P. Aus (2.1) folgt somit Q = Q x P. Da P
eine charakteristische Untergruppe von @ X P ist (P ist e1nz1ger Normalteiler von @ x P
der Ordnung |P|), ist P normal in H. Somit ist (H/P,Q/P) isomorph zu einer zentra-
len Erweiterung von S, nach Voraussetzung ist also H/P = Q/P x P/P. Wie im Beweis
von (2.6) zeigt man, dass P ein Komplement zu @ in H ist. Da Q zentral in H ist, folgt
H=Q x P. Wegen P~ H /Q =V folgt die Behauptung. (]

Nun folgt ein Korollar, das fiir die Anwendung sehr niitzlich ist, analog zu (2.7).
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(2.9) Korollar
Sei U = P.S < G wobei P eine p-Gruppe zur Primzahl p und S eine perfekte Gruppe sei.
Weiter sei M von Primzahlordnung q # p und es gelte q 1 |M(S)|. Dann ist 4 = M x U.

Beweis.
Ist (K, M) eine zentrale Erweiterung von S, so ist K = M x S nach (2.5). Die Behauptung
folgt mit (2.8). O

2.4 U ist isomorph zu A, oder S,

In diesem Abschnitt werden die bisherigen Ergebnisse dazu verwendet, Aussagen iiber die
Struktur von U zu machen, falls U = A,, oder U = S, ist.

Dabei wird sich zunéichst dem einfachen Fall U = A, zugewandt. Anschlielend wird der
Begriff der Isoklinie zwischen Gruppen eingefiithrt. Dieses Konzept hat eigenstéindige Be-
deutung, dient hier aber vor Allem als Voraussetzung zur Untersuchung des Falls U & §,,.

(2.10) Satz
Gegeben sei das Setup (1.36) mit U = A,, n > 5 und M zyklisch von Primzahlordnung.

(a) M = Cg.
Dann ist 3 entweder isomorph zu M x A,, oder (81 , M) ist eine Schursche Erweiterung
von A, wobei fiir n =5 und n > 8 damit bereits 4 die Darstellungsgruppe von A,
ist.

(b) M 2 Cs.

(i) Ist M = C5 und n € {6,7}, so ist entweder U = M x A, oder (4 , M) ist eine
Schursche Erweiterung von A,.

(ii) Ist M = C3 undn > 8, so ist U= M x A,.
(iii) Ist M 2 C3, so ist 4 = M x A,,.

Beweis.

Nach (1.36) ist (4, M) eine zentrale Erweiterung von U. Geméif (1.34)(b) ist A,, einfach
und es gilt M(A,,) = Cs fiir n =5 und n > 8 sowie M (Ag) = M (A7) = Cs.

Damit folgen die Behauptungen aus (2.3) und (2.5) sowie aus (1.8) und (1.15) zur Charak-
terisierung einer Darstellungsgruppe. O

Nun wird die Isoklinie zweier Gruppen erklért.

Sei G eine beliebige Gruppe. Der Kommutator [z,y] := z =1y~
x,y € G bleibt unveréndert, wenn x oder y mit Zentrumselementen multipliziert wird. Auf
diese Weise wird eine Kommutatorabbildung

12y von zwei Elementen

kg GIZ(GQ) x G/Z(G) — G, (xZ,yZ) — [z,9]
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induziert. Zwei Gruppen heiflen isoklin, wenn sie die , gleiche Kommutatorabbildung ha-
ben; in der folgenden Definition wird dies prézisiert.

(2.11) Definition
Zwei beliebige Gruppen G und H heiflen isoklin, falls zwei Isomorphismen

¢:G/Z(G) — H/Z(H) und ¢ : G’ — H'

existieren mit der Eigenschaft:
Ist p(2Z(G)) = 2'Z(H) und ¢(yZ(G)) = y' Z(H), so ist P([z,y]) = [2', /]
Mit anderen Worten, folgendes Diagramm soll kommutieren:

G/Z(G) x G)Z(G) 2% H/Z(H) x H/Z(H)

ml lm

G/ w H/
(2.12) Bemerkung
Ein Isomorphismus zwischen G und H induziert Isomorphismen ¢ und 1, die der Eigen-

schaft in obiger Definition (2.11) geniigen. Somit sind also isomorphe Gruppen insbesondere
isoklin.

Im Zusammenhang mit Darstellungsgruppen gilt folgendes wichtige Resultat.

(2.13) Satz
Je zwei Darstellungsgruppen einer endlichen Gruppe sind isoklin.

Beweis.
Siehe 2.13.9 in [Kar87]. O

Die Darstellungsgruppen der symmetrischen Gruppen werden im folgenden Satz beschrie-
ben.

(2.14) Satz

Fiir n > 4 ist M(S,) = Cy; fiirn < 3 ist M(S,) = {1}.

Die Darstellungsgruppe der Sg ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Fiirn > 4,n # 6
gibt es zwei Isomorphieklassen von Darstellungsgruppen der S,,. Je zwei Darstellungsgrup-
pen von S,, sind isoklin.

Beweis.
Die Aussagen iiber den Multiplikator und die Isomorphieklassen finden sich in [Suz82],
3.2.21. O

Bevor ein Satz formuliert wird, der die zentralen Erweiterungen (2.S,,2) von S,, beschreibt,
wird ein vorbereitendes Lemma angegeben.
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(2.15) Lemma R R
Sei G perfekt und G eine Gruppe mit G < G und P := G/G abelsch. Weiter sei (H,)

eine zentrale Erweiterung von G mit Z := Kern(n). SchlieBlich sei K := 7—1(G).
Ist (K, Z) eine Schursche Erweiterung von G, so gilt H' = K.

Beweis.

Da G normal in G ist, ist K normal in H. Weiter ist H/K = P nach Vorausetzung abelsch,
also ist H' < K. Nach (1.6)(b) ist K’ = K. Damit folgt K = K’ < H' < K und somit die
Behauptung. O

Es folgt die angekiindigte Aussage iiber die zentralen Erweiterungen (2.S,,2) von S,.

(2.16) Satz
Es sei (H, Z) eine zentrale Erweiterung von Sy, n > 5 und Z = Cy. Dann ist H isomorph
zu einer Darstellungsgruppe von S,, oder H hat einen Normalteiler der Struktur Z x A,.

Beweis.

Sein: H — H/Z = S, der kanonische Epimorhismus und sei K := 771(A,,). Nach (1.34)
ist A, einfach, somit ist wegen (2.3) entweder K = Z x A,, oder (K, Z) ist eine Schursche
Erweiterung von A,,.

Im ersten Fall hat H einen Normalteiler der geforderten Struktur.

Im zweiten Fall ist H' = K nach (2.15), also ist Z < H’. Damit ist (H, Z) eine Schursche
Erweiterung von S,,. Aus (1.8) und (2.14) folgt daraus die Behauptung,. O

Nun kann auch fir U = S,, das Urbild 4 analog zu (2.10) detailliert beschrieben werden.

(2.17) Korollar

Es gelten die Bezeichnungen aus Satz (2.14).

Weiter sei das Setup (1.36) gegeben mit U = S,,, n > 5 und M zyklisch von Primzahlord-
nung.

(a) M = Cg.
Dann ist 3 entweder isomorph zu einer Darstellungsgruppe von S,, oder 4 hat einen
Normalteiler der Struktur M x A,.

(b) M % Cs.

(i) Ist M = Cs und n € {6,7}, so ist entweder 4 = M x S, oder i enthélt
einen Normalteiler K, so dass (K, M) eine Schursche Erweiterung von A, ist.
In diesem Fall ist ' = K und (4, M) ist eine Schursche Erweiterung von S,,.

(ii) Ist M = C3 undn > 8 oder n =5, so ist 4 = M x S,.
(iii) Ist M 2 C3, so ist 4 = M x S,,.
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Beweis.

Nach (1.36) ist (U, M) eine zentrale Erweiterung von U. Geméf (1.34) ist A,, einfach und
es gilt M(Ay) = Cy fiir n =5 und n > 8 sowie M (Ag) = M (A7) = Cs.

Damit folgt (a) aus (2.16) und (b).(ii) und (b).(iii) folgen aus (2.7). Fiir die Aussage in
(b).(i) stelle fest, dass 4 einen Normalteiler K enthélt, so dass (K, M) eine zentrale Erwei-
terung von A, ist. Wegen (2.10)(b)(i) ist daher (K, M) eine Schursche Erweiterung von
A, oder es ist K =~ M x A,. Im ersten Fall ist M < K = 4’ nach (2.15) und im letzten
Fall folgt U = M x S, aufgrund (2.1). O

(2.18) Bemerkungen

Die Bedingung ,,M zyklisch von Primzahlordnung® in (2.10) und (2.17) ist fiir unsere
Zwecke kaum einschrénkend, wie der Abschnitt 5.3 zeigt.

Von einer Darstellungsgruppe der S, ist in GAP eine Tafel gespeichert oder kann fiir nicht
nallzu grofie“ n in angemessener Zeit berechnet werden. Eine Tafel der dazu isoklinen Grup-
pe kann mittels des Befehls CharacterTableIsoclinic berechnet werden.

Wie nun konkret vorgegangen wird und wie man die Moglichkeiten, die Satz (2.17) lie-
fert, weiter einschrinken kann, wird anhand des Beispiels Sg < O7(3) in Abschnitt 6.1
geschildert.
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Kapitel 3

Brute-Force Verfahren

Gegeben sei das Setup (1.17).

In diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, das die Berechnung der Tafeln und Fu-
sionen des Diagramms (%) in Abschnitt 1.4 fiir einige Gruppen G erlaubt. Es bedient sich
sehr rechenintensiver GAP-Routinen, weshalb es im Folgenden ,,Brute-Force* Verfahren ge-
nannt wird. Damit ist auch schon ein entscheidender Nachteil des ,,Brute-Force* Verfahrens
genannt: Da es sehr rechenaufwendig ist, ist es nur fiir , kleinere“ Gruppen praktikabel. Es
hat aber dafiir den Vorteil, dass die Tafeln und zugehotrigen kompatiblen Fusionen direkt
iiber die explizite Darstellungen der Gruppen berechnet werden kénnen. In Abschnitt 3.1
wird es formuliert und erléutert.

Die mittels des ,,Brute-Force* Verfahrens gewonnenen Tafeln und Fusionen sind allerdings
noch geldst von eventuell bereits existierenden Tafeln und Fusionen der GAP-Bibliothek und
miissen daher mit ihnen verglichen und in Verbindung gebracht werden. Dies ist Gegenstand
des Abschnittes 3.2.

3.1 Formulierung des Verfahrens

Gegeben sei das Setup (1.17), wobei G eine ,kleine“ Gruppe sei. Was ,klein“ bedeutet,
wird in nachfolgender Bemerkung (3.2)(b) deutlich.

Nach dem ,,Brute-Force* Verfahren kénnen mittels GAP Tafeln fiir & und G sowie fiir ihre
maximalen Untergruppen und zugehorige Fusionen berechnet werden, so dass das Dia-
gramm (*) in Abschnitt 1.4 kommutiert; im Folgendem wird es zunéchst formuliert und
anschlieBend kommentiert.

(3.1) Brute-Force

In GAP sei eine Darstellung von G verfiigbar. Mit der GAP-Routine MaximalSubgroupClass-
Reps werden Vertreter der Konjugiertenklassen maximaler Unterguppen von G berechnet,
etwa Uq,...,Up,.

Eine Darstellung von & sowie ein Epimorphismus auf G seien in GAP bereits verfiighar oder
konnen durch EpimorphismSchurCover berechnet werden, niheres hierzu in Bemerkung
(3.2)(a). Eine Charaktertafel von & wird mit CharacterTable berechnet und mit tbl(®)
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bezeichnet. Nach Lemma (1.6)(a) ist Kern(w) = Z(®), so dass man eine Tafel tbl(G)
von G erhilt, indem die Konjugiertenklassen aus tbl(&) herausfaktorisiert werden, die das
Zentrum von & bilden. Dadurch ist die im Sinne von Bemerkung (1.30) ,echte“ Fusion
fusG := m, : C1(&) — CI(G) bestimmt.

Wegen Satz (1.35) sind y,..., 4, mit ; := 7~ 1(U;) Vertreter der Konjugiertenklassen
der maximalen Unterguppen von &.

Seien (4, U) korrespondierende maximale Untergruppen. Die Untergruppe 4 steht explizit
als Teilmenge von & zur Verfiigung, so dass idg : 4 <— & eine Einbettung von 4 nach & ist.
Mit FusionConjugacyClasses( i, & ) werden eine Charaktertafel tbl({) von i sowie
die ,,echte* Fusion fusg := idy, : C1(4) — C1(®) berechnet.

Ahnlich wie aus tbl(&) die Tafel tbl(G) gewonnen wurde, ist eine Tafel von U durch tbl({)
bestimmt. Da jedoch im Allgemeinen M lediglich isomorph zu einer Untergruppe von Z (L)
ist, erhélt man eine Tafel tbl(U) von U, indem die Konjugiertenklassen aus tbl(4l) heraus-
faktorisiert werden, die unter der Fusion fusg in das Zentrum von & abgebildet werden.
Damit ist ebenfalls die Fusion fus{] := 7|y, : C1(4) — CI(U) gefunden.

Es ist idyorm|y = 7 o idg. Mit fusg := idy, gilt fiir die induzierten Fusionen somit
fusg Ofusg = fusg Ofusg. Weil fusg surjektiv ist, ist damit fusg eindeutig bestimmt, und
kann in GAP mittels der anderen drei Fusionen berechnet werden. Somit sind alle Tafeln
und Fusionen fiir das Diagramm () berechnet; die Kommutatvitit des Diagramms ist nach
Konstruktion der Fusionen gewéhrleistet.

Dieses Vorgehen kann nun fiir alle korrespondierende Paare maximaler Untergruppen durch-
gefiihrt werden.

Die folgenden Bemerkungen dienen zur Erlduterung des Verfahrens (3.1).

(3.2) Bemerkungen

(a) Fiir die Berechnung von Charaktertafeln ist meistens eine Permutationsdarstellung
von Vorteil, Ausnahmen bilden etwa auflésbare Gruppen, vergleiche die Ausfithrungen
zur fiinfzehnten maximalen Untergruppe von Ug(2) in Abschnitt 6.4.2. Daher ist es
sinnvoll, von & eine Permutationsdarstellung zu erzeugen.
Dazu ist die GAP-Funktion IsomorphismPermGroup ein wichtiges Hilfsmittel. Aller-
dings gibt es auch Gruppen, bei denen dies nicht nétig ist: Nach [CCNT03] sind die
Darstellungsgruppen der einfachen Gruppen L3(q) — ¢ eine Primzahlpotenz — iso-
morph zur speziellen linearen Gruppe SLs(q) C ngz' Somit kann in diesem Fall eine
Permutationsdarstellung von & durch die natiirliche Operation von SLa(q) auf Fﬁ
gewonnen werden.

(b) Das Verfahren konnte bei folgenden Gruppen erfolgreich benutzt werden: As, Ag und
L3(2) sowie Lo(q) fir ¢ = 11,13,17,19,23,25,27,29,31 und Uy(2). Nihere Informa-
tionen zu diesen Gruppen befinden sich in Abschnitt 6.5.

(c) Ist das ,,Brute-Force“ Verfahren erfolgreich auf eine Gruppe G und ihre maximalen
Untergruppen angewendet worden, so miissen die berechneten Tafeln und Fusionen
mit der GAP-Bibliothek verglichen werden. Im folgenden Abschnitt 3.2 wird dies
ausgefiihrt.
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3.2 Anpassen an GAP-Bibliothek

Die Bemerkung (3.2)(c) wird aufgegriffen; das Setup (1.17) sei gegeben und das Verfahren
(3.1) sei erfolgreich auf G angewendet worden. Sei (4, U) ein Paar korrespondierender ma-
ximaler Untergruppen von G und &. Die berechneten Tafeln von &, G sowie £l und U sind
jedoch noch ohne Bezug zu den eventuell bereits vorhandenen Tafeln der GAP-Bibliothek.
Gleiches gilt fiir die zugehorigen Fusionen. Daher werden die durch das Verfahren (3.1)
gewonnenen Tafeln und Fusionen im Folgenden mit kleinen Buchstaben bezeichnet; zur
Veranschaulichung siehe das folgende kommutative Diagramm:

Cllu) M52, C1(g)

fus¥ T Tfusg

fus?

Cl(u) —= Cl(g)

Die Tafeln tbl(g) und tbl(g) sowie tbl(u) und tbl(u) werden nun mit den Tafeln der GAP-
Bibliothek verglichen und gegebenenfalls ersetzt. Analoges gilt fiir die Fusionen. Im Fol-
genden wird dies ndher erldutert.

Wie eingangs des Abschnittes 1.4 sind in allen betrachteten Fillen Charaktertafeln von G
und & Charaktertafel in der GAP-Bibliothek enthalten. Um sie von den berechneten Tafeln
zu unterscheiden, werden sie mit tbl(&) beziehungsweise tbl(G) bezeichnet. Ebenso ist eine
Bibliotheksfusion fusg gespeichert.

Zwischen tbl(®) und tbl(g) sowie tbl(G) und tbl(g) existieren Tafelisomorphismen. Mittels
TransformingPermutationsCharacterTables werden Tafelisomorphismen oy : thl(g) —
tbl(®) und as : tbl(g) — tbl(G) mit der Eigenschaft fusg oa; = ay o fusf berechnet.
Dies ist die Ausgangssituation fiir die anschlieBenden Untersuchungen zu den Tafeln und
Fusionen der Untergruppen U und 4. Es wird gepriift, ob tbl(u) und tbl(u) in der GAP-
Bibliothek gespeichert sind (genau genommen, isomorphe Tafeln von tbl(u) beziehungsweise
tbl(u), aber auf diese Unterscheidung wird im Weiteren verzichtet) und ob gegebenenfalls
auch Fusionen zwischen etwaigen Bibliothekstafeln in der GAP-Bibliothek archiviert sind.
Sdmtliche hierbei auftretenden Fille konnen prinzipiell gleich behandelt werden, so dass
im Folgenden lediglich eine Auswahl eingehend vorgestellt wird.

Als ,Faustregel“ kann man sagen, je weniger von U und 4 in der Bibliothek vermerkt ist,
desto einfacher ist die Anpassung.

1. Beispiel: Weder von U noch von 4 sind Tafeln (in der Bibliothek) vorhanden.

Dies ist der einfachste Fall. Die Tafeln tbl(u) und tbl(u) sowie die Fusion fus) werden in
die Bibliothek aufgenommen und durch fus® := oy o fus? sowie fus® := as o fusf sind
kompatible Fusionen im Sinne der Kommutativitét des Diagramm (%) aus Abschnitt 1.4
gegeben. Der Veranschaulichung dient folgendes kommutative Diagramm.
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CI(G)
fus§ 7 7
Cl(u) st Cl(g)
fus;; fusg fus§
fusd
C1w) 25 c(g)
o o
fusB T~
u N
C1(®)

2. Beispiel: Eine Bibliothekstafel tbl(U) und eine Bibliotheksfusion fus{ sind vorhanden,
aber keine Tafel von 4.

Die Tafel tbl(u) und die Fusion fus® := aj ofusf werden wie im 1. Beispiel in die Bibliothek
aufgenommen. Es fehlt noch eine Fusion Cl(u) — Cl(U).

Existiert fiir @y und ag wie oben ein Tafelisomorphismus a3 : Cl(u) — Cl(U) mit der
Eigenschaft, dass ag o fusf oay ! und die Bibliotheksfusion fusg in der gleichen Bahn un-
ter der Operation von TAut(U) x TAut(G) liegen, so kénnen und werden wir a; und ag
so withlen, dass fus{f ooz = a o fusy gilt und damit die Bibliotheksfusion fus{; beibehal-
ten werden kann. Andernfalls ist in diesem Sinne fusg ohne Beriicksichtigung von { und
& ,ungiinstig® gewihlt, das heifit, es gibt keinen Tafelisomorphismus a3 : Cl(u) — Cl(U)
und keine Fusion f : Cl(u) — CI(®) mit der Eigenschaft fusgof = fusf oas o fus?. In
diesem Fall muss die Bibliotheksfusion fus$ ersetzt werden.

Bei den in Bemerkung (3.2)(b) aufgezéhlten Gruppen treten diese Probleme allerdings nicht
auf, das heifit, aus den gewéahlten a; und as ergab sich stets ag wie gewiinscht. Schliellich
ist mit fus! := a3 o fus? eine zu den anderen Fusionen kompatible Fusion gefunden; der
Veranschaulichung wegen betrachte folgendes kommutative Diagramm.

fus§
CL(U) B CL(G)
\\\ as y
N N 1 fusf,
O ) i)
A \ | fus¥ fusg fus§
N usg
Cl(u) — Cl(g)
~ o o
fus?f’ T~ -
cI(®)

3. Beispiel: Bibliothekstafeln tbl(U) und tbl(4) sowie eine Bibliotheksfusion fusy sind vor-
handen.

Es sind Fusionen Cl({) — Cl(&) und Cl(U) — CI(G) gesucht. Dazu bestimme Tafeli-
somorphismen ay : CI(4) — Cl(u) und a3 : Cl(u) — CI(U) mit der Eigenschaft fus =
agofusy oay. Damit ergibt sich die erste der gesuchten Fusionen durch fusgf := avp ofusy oay.
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Setze weiter fus{ := agofus? oaz ' und wegen fus{ o fusy = agofus? o fus oay = fusg o fusg
ist die Kompatibilitidt der Fusionen gegeben; siehe dazu das folgende kommutative Dia-
gramm.

fus[G]
CU)————— -0 - Cl@)
N >
Cl(u) fuse Cl(g)
fus fusﬁT fus] T fusg

Fiir die praktische Umsetzung mit GAP bedeutet dies, dass wie im Verfahren (3.1) die
Fusion fus{ durch die Gleichung fusf o fusl = fus§ofusg eindeutig bestimmt ist und
berechnet werden kann.

Umgekehrt kann im Allgemeinen aus fusf mittels fusg und fusy keine Fusion Cl({) —
Cl(®) ermittelt werden, siehe dazu das nichste Beispiel.

4. Beispiel: Bibliothekstafeln tbl(U) und tbl(Ll) sowie Bibliotheksfusionen fusl und fusy
sind vorhanden.

Es ist eine zu den Bibliotheksfusionen fusg, fus$ und fusl] passende Fusion fusg zu bestim-
men, wobei es sein kann, dass dies nicht moéglich, wenn die Bibliotheksfusionen ,,ungiinstig®
gewahlt sind:

Gehe zunéchst davon aus, dass die Fusionen zueinander passen. Konstruiere zuerst den
Isomorphismus ag : thl(u) — tbl(U) aus dem 2. Beispiel. Finde nun einen Tafelisomor-
phismus ay : thl(4) — tbl(u) mit fus{ = az o fus® oay. Die gewiinschte Fusion ergibt sich
damit aus fusg := o o fusf oay.

Wie im 2. Beispiel bemerkt, existiert bei den hier untersuchten Gruppen stets ein Isomor-
phismus a3 wie oben. Allerdings kann es sein, dass kein Isomorphismus a4 existiert, der
zu den gegebenen Fusionen passt; bei Sg < Uy(2) tritt dieser Fall ein, so dass eine der
Bibliotheksfusionen ersetzt wurde. Die Faktorfusionen fusg und fusy wurden beibehalten
und wie im 3. Beispiel eine Fusion fusg ermittelt und damit eine neue Fusion fus§. Zum
besseren Verstéindnis dient das folgende kommutative Diagramm.
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fusg
Cl(U) Cl(G)
Y y
fus)
Cl(u) —= Cl(g)
fus{ fus! fusg fus§

In den weiteren Féllen ist analog zu den obigen vier Beispielen eine Anpassung an die
GAP-Bibliothek mdoglich; daher werden sie hier nicht ndher betrachtet.

Bisher wurden nur ein Paar korrespondierender Untergruppen (U, i) betrachtet. Mochte
man die berechneten Tafeln von allen maximalen Untergruppen mit den Bibliothekstafeln
abgleichen, so sind auch Informationen zwischen den Untergruppen zu beriicksichtigen; hier
wird folgender besonders wichtige Fall betrachtet, der bei einigen Gruppen vorkommt, die
in Bemerkung (3.2)(b) aufgezihlt sind:

Seien (Uy,4;) und (4, 4ly) zwei Paare von korrespondierenden maximalen Untergruppen
von G und &. Die U; beziechungsweise die $; seien isomorph aber nicht zueinander kon-
jugiert. Damit sind die zugehorigen berechneten Tafeln tbl(u;) beziehungsweise tbl(u;)
nach (1.26)(d) isomorph. Weiter seien tbl(U) und tbl(4l) Bibliothekstafeln von U; bezie-
hungsweise ;. Aufgrund der Isomorphie der Tafeln konnen nach Bemerkung (1.32) fiir
Us und 4, in der GAP-Bibliothek ebenfalls die Tafeln tbl(Us) := tbl(U) beziehungsweise
tbl(Ly) := tbl(U) gespeichert werden. Wie Beispiel (1.33)(b) zeigt, kann es aber sein, dass
jeweils zwei verschiedene Fusionen zu den Tafeln archiviert werden miissen. Um dies zu
kldren gehe wie folgt vor:

Seien fus§ und fus] sowie fusg und fus kompatible Bibliotheksfusionen beziehungsweise
beziiglich der Gruppen U; und $4; mit obigen Methoden berechnete Fusionen. Weiter seien
fi := fusj, die berechneten ,echten* Fusionen. Sei 3 : Cl(t;) — Cl(u;) ein Tafelisomor-
phismus mit ay o fjo 0= fusff.

Existiert ein Tafelisomorphismus ¢ : Cl(uz) — Cl(uy), so dass fo = fi o ¢ gilt, so ist
v := ¢~ o 3 ein Tafelisomorphismus zwischen tbl(4s) und tbl(up) mit ay o fo 0y = fusg.
Somit kann fiir die Tafel thl(iy) gleichfalls die Fusion fusg archiviert werden. In diesem
Fall kann auch fiir thl(Us) die Fusion fus§ verwendet werden, da fusgj = fusf (wegen
tbl(Uz) = tbl(U) und tbl(y) = tbl(H)) gewihlt werden kann.

Existiert ein obiges ¢ nicht, so bestimme wie oben eine Fusion fusg2 via der berechneten
Fusion fs. Diese wird beziiglich der Tafel tbl({ly) vermerkt. Eine Fusion fiir tbl(Us) ergibt
sich wie oben durch die Gleichung fus; o fusy = fus§ o fusg.

Diese Vorgehensweise ist auf die genannten Gruppen in Bemerkung (3.2)(b) ausgerichtet;
allgemeiner wird die Situation in Abschnitt 5.2 behandelt.



Kapitel 4

Erzeugen von Untergruppen in

GAP

In diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt, die es erlauben, in GAP Darstellungen von
Untergruppen in gegebenen Gruppen zu erzeugen. Dies erweist sich als sehr zweckmiBig,
wenn es in den néchsten Kapiteln darum geht, Charaktertafeln von Untergruppen zu be-
rechnen.

Die im ersten Abschnitt beschriebenen Methoden beruhen auf Zufallsverfahren. Im zweiten
Abschnitt wird ein Verfahren erlautert, das auf Standarderzeugern und Datenbanken von
Gruppen beruht.

4.1 Zufallsverfahren

Gegeben sei eine endliche Gruppe G, nicht notwendig einfach.
Die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden zu Erzeugung von Untergruppen von G
haben als Grundlage, dass zufillig Elemente aus G ausgesucht werden.

Zu Beginn ein sehr schlichtes Verfahren, das zunéchst formuliert und anschliefend niher
erldutert wird. Es verwendet, dass sehr viele Gruppen von zwei Elementen erzeugt werden.

(4.1) 1. Zufallsverfahren
Ziel: Es soll eine Untergruppe V' < G der Ordnung n erzeugt vorgehen.

Vorgehen: Es wird solange die von zwei zufiillig ausgesuchten Elementen von G erzeugte
Untergruppe gebildet, bis eine Gruppe der gewiinschten Ordnung n gefunden
ist.

Die folgenden Bemerkungen ergéinzen obiges Verfahren.

(4.2) Bemerkungen
(a) Bei Anwendung dieses Verfahrens wird davon ausgegangen, dass tatséchlich eine Un-
tergruppe der gewiinschten Ordnung existiert.
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(b) Da das Verfahren auf einem Zufallsprinzip beruht, ist es moglich, dass es nicht zum
Ziel fithrt. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn V nicht von zwei Elementen
erzeugt wird. Daher ist nach einer gewissen Zeit das Verfahren gegebenenfalls abzu-
brechen.

(c) Das Verfahren hat vor allem dann eine hohe Erfolgsquote, wenn der Index von V' in
G klein ist, da sich dann die ,, Trefferwahrscheinlichkeit* von Erzeugern von V erhoht.

In der folgenden Bemerkung wird aufgezeigt, wie das Vefahren (4.1) fiir diese Arbeit benutzt
werden kann.

(4.3) Bemerkung

Gegeben sei das Setup (1.36), wobei G eine Atlasgruppe sei. Wie in 1.4 geschildert, soll von
Y — und gegebenenfalls auch von U — eine Charaktertafel berechnet werden. Die Ordnun-
gen von G und & und aller ihrer maximalen Untergruppen sind durch [CCNT03] gegeben.
Weiter sei in GAP eine Darstellung von & verfiigbar. Dies ist bei den meisten in dieser
Arbeit vorkommenden Beispielen der Fall.

Damit kann versucht werden, mit Verfahren (4.1) eine Untergruppe V' < & der Ordnung
|U| zu erzeugen. Falls dies gelingt, bleibt die Frage, ob auch V 2 §{ gilt. Im Allgemeinen
ist diese Frage nicht ohne weiteres zu beantworten, es gibt jedoch Umstédnde, unter denen
dies moglich ist:

Kann (zum Beispiel) mit Hilfe des Satzes von Lagrange geschlossen werden, dass V' in
keiner anderen maximalen Untergruppe aufler 4 enthalten ist, so folgt V' = il. Diese Ar-
gumentation ist hidufig praktikabel, wenn V eine grofle Ordnung hat. Dies ergénzt sich gut
mit Bemerkung (4.2)(c), so dass das gesamte Vorgehen bei maximalen Untergruppen mit
kleinem Index haufig zum Erfolg fiihrt.

Angenommen, es gibt eine maximale Untergruppe i < @&, fiir die aus Ordnungsgriinden
V < 4 méglich ist, so sind weiterfiihrende Untersuchungen nétig, um die Frage, ob V 2 §(
gilt, beantworten zu kénnen. Es seien zwei Methoden genannt:

In GAP koénnen mit IntermediateSubgroups alle Unterguppen von & ermittelt werden,
die V' enthalten. Dies ist allerdings sehr rechenaufwendig und nur fiir nicht ,allzu grofie*
Gruppen & und keiner ,allzu kleinen“ Untergruppe V moglich. Auflerdem ist dazu eine
Darstellung von & auf dem Computer notig, mit der sich ,,gut* rechnen lisst; siehe hierzu
die Problematik einer Darstellung von 3.07(3) in Abschnitt 6.1.3.

Falls Charaktertafeln von V und 4 zur Verfiigung stehen, so besteht eine rechengiinstigere
Alternative darin, die moglichen Tafelfusionen zwischen V und £ zu berechnen. Gibt es
keine, so existiert nach Bemerkung (1.30)(b) auch keine Einbettung V < I, also ist V.
keine Untergruppe von il; gibt es Tafelfusionen, so ist keine Aussage moglich.

Falls V' = U gilt, bleibt die Frage, ob auch V' zu U konjugiert ist. Dies kann zum Beispiel
aus V = 4l gefolgert werden, wenn es nur eine Konjugiertenklasse des Isomorphityps von
U gibt.

Im Weiteren soll das Verfahren (4.1) ausgebaut werden.

Fiir den restlichen Abschnitt sei das Setup (1.36) mit einer Atlasgruppe G gegeben. In
[CCNT103] sind noch weitere Information {iber die maximalen Untergruppen von G ver-
merkt. So sind manche maximale Untergruppen als Normalisatoren von Untergruppen
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oder Elementen ausgewiesen. Um sich dies auch fiir die Erzeugung der korrespondieren
maximalen Untergruppen in & zu Nutze zu machen, dient folgendes Ergebnis.

(4.4) Lemma
Sei K < G mit Ng(K) = U. Dann gilt: i = Ng(rm~(K)).

Beweis.

Wegen K < U gilt 771(K) < 4. Also ist ¢ < Ng(rm !(K)). Angenommen es wiire
Ng(r 1 (K)) = &, so wire K < G. Daraus folgt G = Ng(K) = U im Widerspruch
zur Maximalitdt von U. (]

Das néchste Zufallsversfahren ist auf den haufig anzutreffenden Fall zugeschnitten, dass U
der Normalisator einer Gruppe mit zwei oder drei Elementen ist. Das nachfolgende Lemma
ist dazu ein Hilfsmittel.

(4.5) Lemma
Sei K < G mit K = (k) und p := |k| € P. Weiter sei Z := Z(®).
Dann existiert ein y € & mit |y| = p! fiir ein I € N und (y, Z) = 7~ 1(K).

Beweis.

Sei z € & mit 7(z) = k und sei n = |z|. Wegen k" = 7(z") = 1 ist n = mp fir ein m € N.
Sei m = pPc mit b € Ny und ggT(c, p) = 1. Also ist |z| = p**le.

Nun existieren r, s € Z mit 1 = rc+ sp. Damit ist = x"“x"P. Setze y := 2" und z := z*P.
Mit [ := b+ 1 folgt y? = 2P =1 und 7(2) = kP* = 1. Somit ist z € Kern(m) & Z(&)
nach Lemma (1.6)(a).

Aus 7(y) = m(yzz=1) = w(z)7(27!) = k folgt die Behauptung. O

(4.6) 2. Zufallsverfahren

Gegeben: In GAP sei eine Darstellung von & verfiigbar. Ferner sei K < Gmit p := |K| € P
und U = Ng(K). Nach Lemma (4.4) und Lemma (4.5) ist 4 = Ng((y, Z(8)))
fiir ein p-Element y € &.

Ziel: Finde eine Untergruppe U < & mit || = |U|. Durch weitere Uberlegungen,
etwa wie in Bemerkung (4.3), soll dann, wenn moglich, geschlossen werden, dass
0 isomorph zu 4l ist oder dass sie sogar konjugiert zueinander sind.

Vorgehen: Es wird davon ausgegangen, dass K lediglich abstrakt beschrieben ist und keine
konkreten Erzeuger zur Verfiigung stehen. Daher wird mit Zufallsalgorithmen
nach Erzeugern einer zu (y, Z(®)) konjugierten Gruppe gesucht.

Gehe somit wie folgt vor:

Berechne eine p-Sylowgruppe S und das Zentrum von &. Wihle nun ein Zufalls-
element y € S und berechne U := Ng((y, Z(®))). Wiederhole dies, bis U] = |
gilt.

Es folgen zwei Bemerkungen zu dem neuen Verfahren.
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(4.7) Bemerkungen
(a) Da auch dieses Verfahren auf einem Zufallsprinzip beruht, fiithrt es unter Umsténden
nicht zum Ziel und ist daher gegebenenfalls nach einer gewissen Zeit abzubrechen.

(b) Der Vorteil des zweiten Verfahrens gegeniiber dem ersten ergibt sich dadurch, dass
lediglich in der kleineren Sylowgruppe zufillig nach Elementen gesucht wird.

Wenn (zum Beispiel) durch [CCN'03] weitere Information iiber die beteiligten Gruppen
zur Vefiigung stehen, kann folgendes Verfahren formuliert werden:

(4.8) 3. Zufallsverfahren

Gegeben: In GAP sei eine Darstellung von G verfiigbar. Es sei k € G mit U = Ng(K),
wobei K := (k) und sei £ C G die Konjugiertenklasse mit k € K.
Weiter seien Potenzabbildungen von G gegeben, durch die hervorgeht, dass etwa
die m-te Potenz eines Elementes z € G in I liegt. Zudem sei die Ordnung von
x gegeben.

Ziel: Finde eine Untergruppe V < G mit |V| = |U|. Durch weitere Uberlegungen,
etwa wie in Bemerkung (4.3), soll dann, wenn moglich, geschlossen werden, dass
V isomorph zu U ist oder dass sie sogar konjugiert zueinander sind. Hierbei ist
auch Bemerkung (4.9)(c) sehr niitzlich.

Vorgehen: Analog zu Verfahren (4.6) wird mit Zufallsalgorithmen nach einer zu K konju-
gierten Gruppe gesucht:
Wiéhle ein Zufallselement y € G mit |y| = |z| und berechne V := Ng((y™)).
Wiederhole dies, bis |V| = |U]| gilt.

Zur Erlduterung dienen folgende Bemerkungen.

(4.9) Bemerkungen
(a) Auch das Verfahren (4.8) basiert aus Zufallselementen, so dass auch hier die Bemer-
kungen (4.2)(a) und (4.7)(a) zu berticksichtigen sind.

(b) Der Vorteil, dass nach Elementen der Ordnung |z| gesucht wird und nicht sofort nach
Elementen der Ordnung |k|, besteht darin, dass der Zentralisator von = im Zentralisa-
tor von ™ enthalten ist. Somit hat die Konjugiertenklasse von x mindestens genauso
viele Elemente wie K.

(c) Besonders effizient ist das Verfahren (4.8), wenn die m-ten Potenzen aller Elemente
der Ordnung |z| in K liegen. In diesem Fall ist die mit (4.8) konstruierte Gruppe V
sogar zu U konjugiert und es sind keine weiteren Tests wie in Bemerkung (4.3) nétig.

(d) Ist in GAP eine Darstellung von & und eine Fusion fusg verfiigbar, so kann mittels
des Lemmas (4.4) das Verfahren (4.8) auch zur Konstruktion von 4 herangezogen
werden.

Bei der vierzehnten maximalen Untergruppe von 2.07(3) wird das Verfahren (4.8) zum
Beispiel verwendet werden, niheres dazu in Abschnitt 6.1.2.
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4.2 Ein Verfahren basierend auf Datenbanken

Gegeben sei das Setup (1.36). In diesem Abschnitt wird eine weitere Methode zur Erzeu-
gung von Untergruppen einer Gruppe vorgestellt. Im Gegensatz zu den Verfahren aus dem
vorherigen Abschnitt 4.1 beruht sie nicht auf Zufallsalgorithmen, jedoch ist sie ebenfalls
nicht bei allen Gruppen anwendbar.

(4.10) Verfahren basierend auf Datenbanken

Gesucht ist eine Darstellung von 4 < &. Bei diesem Verfahren ist dabei weder die Maxima-
litdt von U noch die von U von Bedeutung; es wird lediglich verwendet, dass 4 das Urbild
von U in & ist.

Fiir G seien Erzeuger [g1,...,gn] gegeben. Sei F' die freie Gruppe auf {x1,...,z,} und

seien wy, ..., wy, € F. Weiter sei € : F' — G der Gruppenhomomorphismus mit e(x;) = g;
firl <j<n
Wir nennen das m-Tupel s = (w1,...,w,,) ein Programm beziiglich [g1,...,g,] und U,
wenn U = (uy,...,Uy,) mit u; := e(w;) fur 1 < i < m. Dafiir schreiben wir auch u; =
wi(gla e 7971)'
Fiir & seien Erzeuger [hq,...,h,| verfiigbar, die im folgenden Sinne zu den [g1, ..., gn]

kompatibel sind: Es existiert ein Isomorphismus ¢ : G — G mit ¢(mw(h;)) = g; fir alle
1 < j < n. Dabei sei m: & — G der kanonische Epimorphismus. Weiter sei n : F — &
der Gruppenhomomorphismus mit n(x;) = h; fir 1 <j < n.

Setze nun [hy, ..., h,] in s ein, das heifit betrachte v; := n(w;) fiir 1 < i < m. Entsprechend
schreiben wir dafiir auch v; = w;(hy,..., h,). Mit 7 := ¢om und E := (vy,..., vy, Kern(7))
folgt nun

E=71U)=u

Begrﬁndung: Es gﬂt %(vl) = ﬁ(wl(hl, ey hn)) = wl(fr(hl), ce ,ﬁ'(hn)) = wi(gl, ce ,gn) =
u; € U fiir alle 1 <4 < m. Somit ist v; € #~1(U) fiir alle 1 < i < m. Also ist E < 7 1(U).
Umgekehrt sei # € #71(U). Es ist #(z) ein Wort in den [uy, ..., U], etwa

7(x) = wo(uy, ..., Un)
= wo(w1(g1s---s9n)s -, W (g1, -, 9n))
= wo(wl(fr(hl), N ,ﬁ'(hn)), N ,wm(ﬁ(hl), . ,ﬁ'(hn))) =Y.

Es ist 77 1(y) C E, weil 7(v;) = wi(7(h1),...,7(hy)) fiir alle 1 < i < m gilt. Wegen
7 1(7(z)) = 2 Kern(7) folgt daraus z € E und somit E = 7~ 1(U).

Sind wie oben kompatible Erzeuger [g1,...,g,] und [hy,..., h,] fir G und & sowie zu U
ein Programm s beziiglich [g1,...,9n] gegeben, so kann wie folgt zur Konstruktion von
4 vorgegangen werden:

Setze die [hy,...,hy] in s ein und erhalte Erzeuger einer Gruppe U. Nach Lemma (1.6)(a)
ist Kern(7) = Z(®), so dass (U, Z(®)) = 4 ist.

In vielen Anwendungen, so auch in dieser Arbeit, ist Z(®) zyklisch von Primzahlordnung,
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vergleiche Bemerkung (2.18) und Abschnitt 5.3. In dieser Situation liefert bereits ein Ver-

gleich der Ordnungen von U und 4 entweder U = oder U x Z(®) = 4. Im letzten Fall
ist dabei U = /Z (&) = U und folglich gilt U x Z(&) = 4L

(4.11) Bemerkung

Es gelten die Bezeichnungen aus (4.10). Wenn fiir G, U und & sowohl [g1,...,g,] und
[h1,...,hy] als auch s mit den gewiinschten Eigenschaften wie in (4.10) verfiigbar sind, so
ist obiges Verfahren zur Erzeugung von U sehr effizient, wie aus dem letzten Teil von (4.10)
zu ersehen ist. Das Problem ist allerdings, dass solche Erzeuger mit einem Programm s
nicht ohne Weiteres bereit stehen.

Allerdings sind in der Markentafelbibliothek von GAP (das ist eine GAP-Bibliothek zu so-
geannten , Markentafeln“) und bei [Wil] fiir manche einfachen Atlasgruppen G und ihre
Schurschen Erweiterungen & kompatible Erzeuger [g1,...,g,] und [hy,..., h,], sowie fir
einige oder alle maximalen Untergruppen von G Programme wie s beziiglich [g1, ..., gn]
archiviert. Die Erzeuger und Programme kénnen in GAP eingelesen und genutzt werden,
dabei ist jedoch darauf zu achten, dass die beiden Datenbanken teilweise nicht aufeinander
abgestimmt sind.

In der Markentafelbibliothek und bei [Wil] findet man solche Erzeuger und ein solches Pro-
gramm s unter den Namen ,,Standarderzeuger* beziechungsweise ,,Straight-Line-Programm*,
fiir weitere Informationen dazu siehe [Wil96].

Bei Of (2) und Ug(2) kommt dieses Verfahren zur Anwendung, siche die Abschnitte 6.3
und 6.4.



Kapitel 5

Methoden fiir ,,groflere Gruppen

Gegeben sei das Setup (1.36).

Es gibt fiir die vorliegende Arbeit interessante Gruppen, die so grof} sind, dass das ,,Brute-
Force Verfahren“ (3.1) bei ihnen nicht praktikabel ist. In Kapitel 5 werden Verfahren vor-
gestellt, mit deren Hilfe man auch bei diesen Gruppen die in Abschnitt 1.4 aufgestellten
Fragen beantworten kann. Es wird schrittweise vorgegangen. Inhalt des Abschnittes 5.1 ist
die Bestimmung von Charaktertafeln von U und gegebenenfalls U sowie zugehoriger Fusio-
nen, wobei lediglich die Untergruppen 4 und U betrachtet werden, unabhéingig von ande-
ren Untergruppen. Anschliefend werden auch Abhéngigkeiten zwischen den Untergruppen
beriicksichtigt. Der interessanteste Fall sind verschiedene Konjugiertenklassen isomorpher
Untergruppen; dies ist Gegenstand von Abschnitt 5.2. Schliellich werden in Abschnitt 5.3
Methoden fiir Gruppen vorgestellt, deren Multiplikator nicht Primzahlordnung hat.

5.1 Bestimmung von Tafel und Fusionen

Die eingangs in Abschnitt 1.4 geschilderte Situation wird aufgegriffen. Gegeben seien
die GAP-Bibliothekstafeln tbl(®) und tbl(G) von & beziehungsweise G, sowie die GAP-
Bibliotheksfusion fusg. Weiter werden — wie oben bereits erwidhnt — keine Informationen
beziehungsweise Bedingungen von anderen Untergruppen beriicksichtigt. Zunéichst wird
erldutert, wie eine Tafel von i bestimmt werden kann. AnschlieBend gilt es festzustel-
len, ob diese Tafel (genau genommen, eine zu dieser Tafel isomorphe Tafel, aber auf diese
Unterscheidung wird im Weiteren verzichtet) bereits in der GAP-Bibliothek verfiigbar ist
oder nicht. Schlieilich miissen Fusionen zwischen den Tafeln gefunden werden, so dass das
Diagramm (*) aus Abschnitt 1.4 kommutiert. Solche Fusionen existieren stets, da Homor-
morphismen zwischen den den Tafeln zugrunde liegenden Gruppen existieren. Allerdings
kann es sein, dass eventuell vorhandene Bibliotheksfusionen ausgetauscht werden miissen,
vergleiche Abschnitt 3.2. Auf den folgenden Seiten wird das Vorgehen erortert.

In Ausnahmefillen kann durch die GAP-Funktionen Maxes oder NamesOfFusionSources
die Arbeit erleichtert werden. Der erste Befehl liefert, falls vorhanden, die Bibliotheksnamen
der Tafeln der maximalen Untergruppen von & mit den Fusionen nach &; ist allerdings
auch nur eine Tafel oder Fusion nicht bekannt (,bekannt“ heifit hier und im Folgenden
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in der GAP-Bibliothek enthalten), wird keine Ausgabe geliefert. Der letztgenannte Befehl
liefert eine Liste der Namen der Tafeln, auf denen eine Fusion in die Gruppe & gespeichert
ist. Manchmal wird man auf diese Weise fiir die eine oder andere Gruppe beziehungsweise
Untergruppe fiindig.

Eine Moglichkeit, die eine hohere Erfolgsquote aufweisen kann, bedient sich der Ergebnisse
des zweiten Kapitels: Kann 3 = M x U gefolgert werden, so kann eine Tafel von 4l als di-
rektes Produkt der Tafeln von M und U konstruiert werden, vergleiche Definition 4.20 und
Theorem 4.21 in [Isa76]. In GAP ist dies in der Routine CharacterTableDirectProduct
umgesetzt.

Eine Tafel von M kann leicht berechnet werden, da M als abelsche Gruppe das direkte
Produkt von zyklischen Gruppen ist.

Eine Tafel von U ist hiufig schon in der GAP-Bibliothek verfiigbar. Wenn nicht, so ist
immerhin das Problem darauf reduziert worden, lediglich eine Tafel der kleineren Grup-
pe U zu berechnen. Dabei ist zu bemerken, dass diese Tafel geméfl den Ausfithrungen in
Abschnitt 1.4 ohnehin von Interesse ist.

Sind alle diese Versuche nicht erfolgreich, so wird eine Darstellung der Gruppe 4 erzeugt.
Hierbei spielen die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden eine niitzliche Rolle. Sie fithren
jedoch nicht bei allen Gruppen zum Erfolg, so dass abhéngig von der jeweiligen Gruppe
spezielle Malnahmen durchgefiihrt werden miissen. Fiir Beispiele siche die Ausfithrungen
zu O7(3) in Abschnitt 6.1, unter anderem zur vierzehnten maximalen Untergruppe von
3.07(3).

Ist eine Darstellung der Gruppe U generiert, so berechne mittels der GAP-Routine Charac-
terTable eine Charaktertafel von { (dies ist bei den hier auftretenden Gruppen stets
praktikabel). Damit ist die erste Phase, eine Tafel von 4 zu bestimmen, abgeschlossen.
Durch ClassPositions0fDirectProductDecompositions kann abgefragt werden, ob 1 &
M x U gilt oder nicht.

Nun priife, ob diese Tafel bereits in der GAP-Bibliothek vorhanden ist und wenn ja, priife,
ob ebenfalls eine Fusion zu Cl(®) in der GAP-Bibliothek vorhanden ist; vergleiche das
Vorgehen in Abschnitt 3.2, zu dem es viele Parallelen gibt. Allerdings gibt es auch Unter-
schiede, so werden in diesem Abschnitt keine Tafeln von G und & berechnet, sondern es
werden ausschliellich die Bibliothekstafeln tbl(G) und tbl(®) verwendet.

Unterscheide die folgenden Moglichkeiten:

(a) Tafel tbl(4f) und Fusion fus$ sind bekannt,
(b) nur die Tafel tbl(4l) ist bekannt oder

(¢) weder Tafel noch Fusion sind bekannt.

zu (a): Berechne ausgehend von der Bibliothekstafel tbl(4l) eine Tafel von U durch Heraus-
faktorisieren der Konjugiertenklassen von tbl(il), die unter der gegebenen Fusion in
das Zentrum von & abgebildet werden. Dieser Ubergang erfolgt analog wie bereits
im Verfahren (3.1) geschildert, und man erhélt somit eine Tafel von U, bezeichnet
mit tbl(U). Teste nun, ob auch diese Tafel bereits in der GAP-Bibliothek vorhanden
ist und eventuell auch die Fusion zu CI(G). Auch hier sind wieder die obigen Fille
moglich:
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(i) Tafel tbl(U) und Fusion fus$ sind bekannt,
(ii) nur die Tafel tbl(U) ist bekannt oder

(iii) weder Tafel noch Fusion sind bekannt.

zu (i): In diesem Fall sind alle Tafeln des Diagramms (*) aus (1.4) bekannt, von den
Fusionen fehlt lediglich fusg. Priife, ob diese auch schon bekannt ist. Wenn ja, so
ist man fertig, andernfalls, berechne diese wie folgt: Durch die oben beschriebene
Faktorisierung erhélt man eine Fusion fusj, wobei mit dem Kleinbuchstaben die
berechnete Tafel von U bezeichnet sei, analog zu der Notation aus Abschnitt 3.2.
Die zwischen den Tafeln von u und U existierenden Tafelisomorphismen kénnen
mit der GAP-Routine TransformingPermutationsCharacterTables berechnet
werden. Unter ihnen wéhle einen Isomorphismus f aus, so dass die Komposition
f ofusg| eine Fusion zwischen den Bibliothekstafeln tbl(4() und tbl(U) ist, so dass
das Diagramm (x) kommutiert.

zu (ii): Teste zuniichst, ob die Fusion fus} in der GAP-Bibliothek ist. Wenn ja, so sind
auch in diesem Fall alle vier Tafeln bekannt und es fehlt lediglich die Fusion
fus. Diese kann wie in Abschnitt 3.2 aufgrund der Beziehung fus$ o fusy =
fus§ o fusy berechnet werden. Falls die Fusion fusy nicht bekannt ist, so gehe
wie folgt vor: Wie in (i) erhdlt man eine Fusion fus{|. Verkette nun fusj mit
einem Tafelisomorphismus zwischen tbl(u) und tbl(U) und erhalte so eine Fusion
zwischen den Bibliothekstafeln von 4 und U. Berechne analog zu oben die Fusion
fusg.

zu (iii): Fasse die berechnete Tafel tbl(U) und die berechnete Fusion fusl| als neue Bi-
bliothekstafel beziechungsweise Bibliotheksfusion auf und berechne die Fusion
fus analog zu (ii).

zu (b): Fiir den Spezialfall M 22 Z(i) kann eine Fusion fus{ berechnet werden, indem das
Zentrum aus tbl(4) herausfaktorisiert wird.
Im Allgemeinen ist jedoch M lediglich isomorph zu einer Untergruppe von Z (). Um
eine Fusion fus analog zu (a) zu konstruieren, wird eine Fusion von C1(4) nach Cl(&)
benotigt. Im Gegensatz zu Kapitel 3 verfiigt man nun jedoch nicht iiber eine explizite
Kenntnis der Gruppen, so dass die hier gesuchte Fusion eine Tafelfusion im Sinne von
Definition (1.28) ist. Mittels der GAP-Funktion PossibleClassFusions lassen sich al-
le Tafelfusionen zwischen Cl(4) und C1(&) berechnen. Mit RepresentativesFusions
wird nun gepriift, ob sich die Tafelfusionen nur durch Operation von Tafelautomor-
phismen auf den Tafeln unterscheiden, oder ob sie wesentlich verschieden sind, ver-
gleiche Beispiel (1.33). Ist ersteres der Fall, so kann eine der Tafelfusionen gew&hlt
werden, welche gegebenfalls auf Kompatibilitit zu einer eventuellen Bibliotheksfusion
fusg gepriift wird, vergleiche nachfolgenden Unterpunkt (i).
Gibt es dagegen Tafelfusionen, die wesentlich verschieden sind, so sind weitere Uber-
legungen aufgrund der konkreten Gruppen erforderlich, wobei unter Umsténden keine
Entscheidung getroffen werden kann, das heifit keine Fusion ausgew#hlt werden kann.
Beispiele hierzu liefert die Gruppe Ug(2), die in Abschnitt 6.4 niher untersucht wird.
Nachdem nun eine Fusion fusff gefunden wurde, kann analog zu dem ersten Teil in
(a) eine Tafel von U berechnet werden. Es treten die bereits bekannten Moglichkeiten
auf:
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(i) Tafel tbl(U) und Fusion fus$ sind bekannt,
(ii) nur die Tafel tbl(U) ist bekannt oder

(iii) weder Tafel noch Fusion sind bekannt.

Die jetzige Ausgangslage unterscheidet sich zu der in (a) lediglich dadurch, dass die
Fusion fusff keine Bibliotheksfusion ist, sondern berechnet und gewéhlt wurde. Dies
bewirkt jedoch, dass das weitere Vorgehen nicht vollig analog zu dem unter (a) ist.

zu (i): Genauso wie in (a) unter (i) erldutert, wird auch in diesem Fall eine Fusion
fusy] konstruiert, wenn sie nicht schon in der Bibliothek vorhanden ist. Damit
stehen wie in (a).(i) alle Tafeln und Fusionen des Diagramms (x) zur Verfiigung,
jedoch ist nicht klar, dass es auch kommutativ ist, da die berechnete Fusi-
on fusg unter Umstinden nicht zu den anderen Fusionen passt. Daher wird
PossibleClassFusions erneut auf tbl({) und tbl(®) angewendet, diesmal aber
unter der Bedingung, dass nur Tafelfusionen f : Cl({l) — Cl(&) berechnet wer-
den, die der Gleichung fusg o fusg = fusg of geniigen. Es kann sein, dass es kein
solches f gibt; in diesem Fall muss mindestens eine der anderen drei Fusionen
ausgetauscht werden.
Somit erhélt man — nach eventuellem Austausch von Bibliotheksfusionen —
schliefllich Tafelfusionen Cl({f) — Cl(&), die die Kommutativitét des Dia-
gramms gewéhrleisten. Falls sie sich nicht wesentlich unterscheiden, wéhle eine
Fusion fus unter ihnen aus. Sie erfiillt nach Konstruktion alle Anforderungen
und wird der GAP-Bibliothek hinzugefiigt.

zu (i) und (iii): Hier kann die Fusion fusg ohne Umschweife als neue Bibliotheksfusion angesehen
und analog zu (a).(ii) und (a).(iii) verfahren werden.

zu (c): Die berechnete Tafel wird als neue Bibliothekstafel aufgefasst, und die weitere Vor-
gehensweise ergibt sich analog zu der in (b).

5.2 Verschiedene Konjugiertenklassen isomorpher Untergrup-
pen

Es kommt vor, dass G maximale Untergruppen enthélt, die isomorph sind, aber in verschie-
denen Konjugiertenklassen liegen, siehe Beispiel (1.33)(b) und Abschnitt 3.2. Dies erfordert
eine Erweiterung der Methoden, die im vorherigen Abschnitt 5.1 vorgestellt wurden. Be-
trachte dazu folgende Situation:

Seien H eine endliche Gruppe (zum Beispiel H € {G,®}) und V;,V, < H Untergrup-
pen von H, die nicht zueinander konjugiert sind. Allerdings existiere ein &duflerer Au-
tomorphismus « von H (das ist ein Automorphismus, der kein innerer ist, also keine
Konjugation ist) mit «(V;) = V5. Nach (1.26)(d) induziert a einen Tafelautomorphismus
a:Cl(H) — CI(H),Clg(h) — Clg(a(h)).

Sind nun von V; und V4 Charaktertafeln und Fusionen Cl(V;) — CI(H), i = 1,2, gesucht,
so kann wie folgt vorgegangen werden:
Nach Bemerkung (1.32) kann fiir V; und V5 die gleiche Charaktertafel ¢ verwendet werden.
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Sie kann wie in Abschnitt 5.1 beschrieben berechnet werden. Die gesuchten Fusionen fus{fl
und fus{}; miissen aufeinander abgestimmt werden, vergleiche die Problematik in Beispiel
(1.33)(b). Hierbei hilft a:

Berechne eine Fusion fus{fl wie in Abschnitt 5.1 erlautert. Wir nehmen zunéchst an, dass

fus{fl eine ,echte“ Fusion (siehe Bemerkung (1.30)(b)) ist, und fiithren den Fall, dass fus{fl
eine Tafelfusion ist, anschlieBend darauf zuriick.

Sei also ¢ : V7 — H eine Einbettung, die fus{fl induziert. Damit ist ¢ : Vo — H, definiert
durch 9 := ao¢g 0 04_1]‘/2, eine zu ¢; kompatible Einbettung von V5 nach H, das heifit,
folgendes Diagramm kommutiert.

i 2 H

a\vll la

Vo —2— H

Die von (o induzierte Fusion & o fus{fl 004/—i\\v2 ist daher im analogen Sinne zu oben kom-
patibel zu fusgl. Fiir die praktische Anwendung in GAP ist zu beachten, dass fiir V7 und
Va die gleiche Tafel ¢t gespeichert wird, so dass Fusionen fiir C1(V;) und Cl(V2) den glei-
chen Defintionsbereich haben. Eine zu fus{;f1 kompatible Fusion ist somit in GAP durch
fus{;I2 '=a&o fus{}[1 gegeben.

Sozusagen wird die Fusion fus{fl durch & ,korrigiert“. Der Veranschaulichung dient folgen-
des kommutative Diagramm.

H
fusv1

Clt) —2s CI(H)

ol
fus{fz

Cl(t) — 2

>

CI(H)

In den Beispielen, die in dieser Arbeit untersucht wurden, gibt es keine wesentlich ver-
schiedenen Tafelfusionen Cl(t) — CI(H). Im Fall, dass fus{;I1 keine ,echte“ sondern eine
Tafelfusion ist, unterscheidet sich daher fus{fl von der von der Einbettung V4 — H indu-
zierten Fusion nur um Tafelautomorphismen, so dass wir auch in diesem Fall analog zu
oben argumentieren kénnen und fus{}g '=a@o fus{fl eine zu fus{fl kompatible Fusion ist.

An dieser Stelle sieht man im Ubrigen auch, dass fiir konjugierte Untergruppen die glei-
che Fusion gewihlt werden kann; ist « ein innerer Automorphismus von H, so ldsst & die
Konjugiertenklassen invariant, das heif3t fus‘I;I2 = fus{}[l.

Obige Analyse fiihrt zur Frage, wie man mit GAP in der Praxis einen Tafelautomorphismus
& wie oben erhalten kann. Im Folgenden wird dies er¢rtert.

Zuerst stellen wir fest, ist a wie oben mit (V) = Va, so ist a~ (V) = V4. Damit kénnen
die obigen Uberlegungen analog fiir o~ beziehungsweise &~ durchgefiihrt werden, indem
die Rollen von V; und V5, vertauscht werden. Bei der nachfolgenden Suche kénnen also
Inverse von Kandidaten fiir & vernachlassigt werden.

Betrachte nun die Gruppen A := (a) und K := H x A. Die Bahnen von & auf CI(H)
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sind genau die Urbild-Mengen der Fusion Cl(H) — CI(K); ist etwa & durch die Permu-
tation (a1,...,am,) - (a1,...,am,) gegeben, so werden genau die H-Konjugiertenklassen
ai,...,am,;, 1 <1 <[, auf eine Konjugiertenklasse in K abgebildet. In diesem Sinne spre-
chen wir davon, dass a durch K ,realisiert” wird.

Stehen nun Tafeln von H und K, sowie eine Fusion fusg zur Verfiigung, so kann & stets
daraus bestimmt werden, falls « die Ordnung zwei hat; hat o die Ordnung drei, so ist dies
nicht unbedingt mdoglich. Im Folgenden werden diese beiden Félle ndher betrachtet:

Ist |oo| = 2, so sind die Bahnen von & ein- oder zweielementig. In GAP werden die Urbild-
Mengen der Fusion fusg als Liste aufgefasst, vergleiche Bemerkung (1.32). Dabei steht an
der i-ten Stelle entweder

die Nummer der Konjugiertenklasse von H, die unter fusg auf die i-te Konjugierten-
klasse von K abgebildet wird, oder

eine zweielementige Liste mit den Nummern der beiden Konjugiertenklassen von H,
die unter fusg auf die i-te Konjugiertenklasse von K abgebildet werden, oder

die leere Liste, falls die i-te Konjugiertenklasse von K unter fusg kein Urbild in H
hat.

Damit kann & eindeutig aus fusg bestimmt werden; werden etwa die H-Konjugiertenklassen-
paare [a,b] und [c,d] unter fus® auf zwei Konjugiertenklassen in K abgebildet, so ist die
zugehorige Permutation (a,b)(c,d) festgelegt.

Ist |a| = 3, so sind die Bahnen von & ein- oder dreielementig und die Eintréige in der die
Urbild-Mengen der Fusion fusg reprisentierenden Liste in GAP folglich die leere Liste, eine
Zahl oder eine dreielementige Liste. Damit ist & im Allgemeinen nicht aus fusg bestimmbar:
Werden etwa die H-Konjugiertenklassentripel [a, b, ¢] und [d, e, f] unter fus% auf zwei Kon-
jugiertenklassen in K abgebildet, so kommen als korrespondierende Permutationen sowohl
(a,b,c)(d,e, f) als auch (a,b,c)(d, f,e) in Frage, wobei die beiden inversen Permutationen
wie oben erwiahnt unberiicksichtigt bleiben. In GAP kénnen durch Automorphisms0fTable
samtliche Tafelautomorphismen von tbl(H) erzeugt werden. Unter ihnen betrachte solche,
die Ordnung drei oder eins haben und deren Bahnen auf CI(H) mit den Urbild-Mengen
von fusg iibereinstimmen. Gibt es von ihnen nur zwei, & und &', so kann ein gewiinschter
Tafelautomorphismus ausgewiahlt werden. Bleiben jedoch weitere Kandidaten iibrig, so ist
die Bestimmung von & mittels fusfy nicht méglich. Bei der in dieser Arbeit auftretenden
Gruppen konnte ein geeigneter Tafelautomorphismus stets auf obige Weise ermittelt wer-
den.

Fiir den interessanten Fall dieser Arbeit H = & und |a| = 2 oder |o| = 3 sowie maximale
Untergruppen V; = 4y, Vo = s und — falls |a] = 3 — U3 gehe somit wie folgt vor:

Die zugehorigen maximalen Untergruppen in G werden mit Uy, Us und Us bezeichnet. Da
fiir 4y, Yo und Ug die gleiche Tafel verwendet werden kann, gilt dies auch fiir Uy, Us und
Us. Von diesen Gruppen seien Tafeln vorhanden oder mit den Methoden aus 5.1 berechnet,
ebenso die Fusionen fusg; = fusgj = fusg;3 sowie fusg1 und fusgl, so dass das Diagramm
(*) aus Abschnitt 1.4 kommutiert.

Mit den oben beschriebenen Methoden sei in GAP ein Tafelautomorphismus & € TAut(®)

bestimmt wurden, so dass durch fusg2 ‘=a&o fusffl und — falls |o| =3 - fusg3 = a&%o fusg1
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Fusionen von iy nach & beziehungsweise von i3 nach & gegeben sind. Die noch feh-
lenden Fusionen fusg2 beziehungsweise fusg3 mit der Eigenschaft, dass das Diagramm ()
kommutiert, konnen gem#fl den Ausfithrungen unter Abschnitt 5.1(a)(ii) bestimmt werden.

Bei den Gruppen O7(3), Us(5) und L3(7), sowie Og (2) und Us(2) wird diese Vorgehens-
weise angewandt und vorgestellt:

Bei ersterer gibt es drei Paare von maximalen Untergruppen, die nicht zueinander kon-
jugiert sind, aber durch einen Automorphismus der Ordnung zwei aufeinander abgebildet
werden. Wie oben ausgefiihrt kénnen die Fusionen vergleichsweise leicht bestimmt werden;
in Abschnitt 6.1 wird dies genauer dargelegt.

Bei Us(5) und L3(7) gibt es verschiedene Tripel von maximalen Untergruppen, die nicht zu-
einander konjugiert sind, aber durch einen Automorphismus der Ordnung drei aufeinander
abgebildet werden. Wie oben geschildert ist nun die Vorgehensweise etwas komplizierter
als bei O7(3); sie wird in Abschnitt 6.2 ndher beleuchtet.

Bei Of (2) und Ug(2) ist das Vorgehen teilweise noch etwas komplizierter als bei Us(5) und
L3(7), da es nicht immer einen Automorphismus gibt, der die Untergruppen aufeinander
abbildet. In den Abschnitten 6.3 und 6.4 werden diese Fille untersucht.

5.3 Zusammengesetzter Multiplikator

Der Multiplikator der einfachen Atlasgruppen ist hiufig ein-, zwei- oder dreielementig. Die
Ausnahmen sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Prinzipiell ist auch bei diesen Gruppen
das Vorgehen aus den Abschnitten 5.1 und 5.2 moglich, allerdings wird der Rechenaufwand
durch den grofleren Multiplikator weiter erhdht.

Unter gewissen Umsténden ist in diesen Fillen eine alternative Vorgehensweise moglich,
womit der Rechenaufwand reduziert werden kann; dies ist Gegenstand des vorliegenden
Abschnittes.

Der Multiplikator M := M (G) von G sei also nichttrivial und nicht von primer Ordnung.
Zunéchst wird unterschieden, ob M zyklisch ist oder nicht.

Betrachte zuerst einen zyklischen Multiplikator.

M(Ag) = Cg M(OF (3)) 22 Cy x Cs

M (A7) = Cs M(S2(8)) = Cy x Cy
M(L3(4)) = Cy x Cy x Cy M(Eg(2)) = Cy x Cy % C
M(Us(3)) = Cy x Cg x Cy

M (Us(2)) = Cy x Oy x Cs M(Mn) & Cro

M(01(3)) = Cg M(Suz) = Co

M(Of (2)) = Cy x Cy M (Fig) = Cg

Tabelle 5.1: Gruppen, deren Multiplikator nicht Primzahlordnung hat



52 Methoden fiir ,gréfere“ Gruppen

Gemif Tabelle 5.1 kommt als Multiplikator fiinfmal Cg vor und einmal C5, als Multiplika-
tor der sporadischen Gruppe Mao. Fiir die Darstellungsgruppe dieser Gruppe sind jedoch
bereits die Charaktertafeln aller maximaler Untergruppen mit den entsprechenden Fusio-
nen bekannt, diese Gruppe braucht also nicht weiter betrachtet zu werden. Ubrig bleibt
nur der Fall M = Cy.

Ist der Multiplikator Cg = Cy x (3, so werden zunichst die Schurschen Erweiterungen
(61,C5) und (B5,C5) von G betrachtet. Diese sind zwar nach Satz (1.8) keine Darstel-
lungsgruppen, aber sie geniigen der allgemeinen Version des Setups (1.36). Somit sind die
Methoden der vorangegangenen Abschnitte dieses Kapitels auch auf diese Erweiterungen
anwendbar, und man kann fiir alle Paare maximaler Untergruppen von G und &; bezie-
hungsweise B, die Charaktertafeln mit den entsprechenden Fusionen berechnen.

Aus diesen Tafeln und Fusionen konnen in vielen Fillen nun die Tafeln der maximalen
Untergruppen der Darstellungsgruppe gewonnen werden: Sei dazu U eine maximale Un-
tergruppe von G und seien die zu U korrespondierenden maximalen Untergruppen in &;
beziehungsweise 9 mit 2.U beziehungsweise 3.U bezeichnet, in Anlehnung an ihre Struk-
tur, vergleiche die Notation aus Anhang A. Die Tafeln dieser Gruppen mit den zugehérigen
Fusionen fus3§ und fus3{f sind bereits in der GAP-Bibliothek gespeichert beziehungsweise
seien mit den Methoden aus den Abschnitten 5.1 und 5.2 berechnet.

Die Darstellungsgruppe von G werde hier mit 6.G bezeichnet und die darin zu U gehorige
maximale Untergruppe mit 6.U. Von 6.G ist eine Tafel in der GAP-Bibliothek vorhanden,
die mit tbl(6.G) bezeichnet wird. Gesucht ist eine Tafel von 6.U mit Fusionen fus?¥; und
fusd Y sowie fusS-&.

Nun leistet die GAP-Routine CharacterTable0f CommonCentralExtension wertvolle Dien-
ste: Sei tbl(U) die Charaktertafel einer beliebigen endlichen Gruppe U und seien tbl(P.U)
und tbl(Q.U) Charaktertafeln von zentralen Erweiterungen P.U und Q.U mit zyklischen
Gruppen von Primzahlordnung p beziehungsweise g, wobei p # ¢g. Weiter seien die Faktorfu-
sionen von Cl(P.U) beziehungsweise C1(Q.U) nach Cl(U) bereits bekannt und auf den ent-
sprechenden Tafeln gespeichert. Unter diesen Voraussetzungen liefert CharacterTableOf-
CommonCentralExtension , wahrscheinlich® (darauf wird anschlieBend eingegangen) eine
Charaktertafel der zentralen Erweiterung PQ.U mit Fusionen nach C1(P.U) und Cl(Q.U).
Da in der obigen Situation die Voraussetzungen fiir CharacterTable0fCommonCentral-
Extension gegeben sind, kann man diese Funktion auf tbl(2.U) und tbl(3.U) anwenden
und man erhlt ,wahrscheinlich“ eine Tafel von 6.U sowie Fusionen fus3f; und fusyf mit
der Eigenschaft fusy ;o fus2¥ = fus{;; o fusd Y. Eine Fusion fusy; : C1(6.U) — CI(U) ist
daher durch fusy; := fus{ ;; o fusk- fiir k € {2,3} gegeben.

Im Folgenden wird auf die Grundlagen von CharacterTable0fCommonCentralExtension
niher eingegangen, wobei auch obiges ,, wahrscheinlich“ beleuchtet wird. Anschliefend wird
der Frage nachgegangen, wie man eine Fusion von C1(6.U) nach Cl(6.G) erhilt.

Bei der Routine CharacterTableOfCommonCentralExtension wird zunéchst der , Tafel-
kopf“ von 6.U berechnet, das heifit es werden die Konjugiertenklassen und die Potenzab-
bildungen von 6.U bestimmt; siche dazu Abschnitt (1.1) aus [Bre04a]. AnschlieBend werden
die Inflationen der irreduziblen Charaktere von tbl(2.U) und tbl(3.U) gebildet, vergleiche
Lemma (1.29). Dies sind jedoch nicht alle irreduziblen Charaktere von 6.U, wie das folgen-
de Lemma zeigt.

Ein Schliissel zum Beweis des Lemmas liegt darin, dass die Summe aller n-ten Einheits-
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wurzeln fiir n # 1 Null ist. In dem hier vorgestellten Beweis wird dies charaktertheoretisch
formuliert.

(5.1) Lemma
Sei G eine endliche Gruppe mit zyklischem Zentrum Z(G). Dann gibt es einen irreduziblen
Charakter von G, der auf Z(G) treu einschrénkt.

Beweis.
Sei A € Irr(Z(G)) treu. Solch ein Charakter existiert, da Z(G) zyklisch ist. Betrachte nun
Y = A% und y € Irr(G) mit (x,%) # 0. Aufgrund der Frobenius-Reziprozitét ist daher

(Xz(@) Nz # 0. Also ist xz(@) = x(1)\ treu. 0

Um die iibrigen irreduziblen Charaktere zu erhalten, werden Tensorprodukte zwischen den
irreduziblen Charakteren von tbl(2.U) und tbl(3.U) gebildet, die die zentrale 2 beziehungs-
weise 3 nicht im Kern haben. Auf diese wird der LLL-Algorithmus angewendet, um weitere
irreduzible Charaktere von 6.U zu erhalten. Es kann jedoch sein — und hier kommt das
,wahrscheinlich“ ins Spiel — dass auf diese Weise nicht alle irreduziblen Charaktere von
6.U berechnet werden konnen. In diesem Fall kann mit einem weiteren Algorithmus (dieser
benutzt das Konzept der ,orthogonalen Einbettungen“) versucht werden, die restlichen
irreduziblen Charaktere zu finden.

Mittels CharacterTableOfCommonCentralExtension kann fiir die relevanten Beispiele die-
ser Arbeit stets die Tafel von 6.U konstruiert werden.

Nun zur Frage der Fusion fus6 U
Sie soll mit den Fusionen fus3§ und fusy§ vertriiglich sein, das heift, das folgende Dia-
gramm soll fiir k = 2,3 kommutieren:
fusk G

Clk.U) —=% Cl(k.G)
fus]g;gT Tfus’g:g
6.G
6.U

CI(6.U) 250, C1(6.G)

Mit Hilfe des Abschnittes (1.1) aus [Bre04a] kann gezeigt werden, dass die Kommutativitét
des obigen Dlagramms fur k=2, 3 die Fusmn fu56 U eindeutig festlegt, das heif3t, es gibt
genau eine Fusion fus$&, dle fusk-& o fusd G = fusf§ o fust-Y fiir k = 2 und k = 3 geniigt,
womit sich die Fusion fus$"$ sofort aus den bereits bekannten Fusionen ergibt.

Da die Fusionen fus}§ fl'ir k = 2,3 mit den Verfahren aus den Abschnitten 5.1 und 5.2
gewonnen wurden, passen sie zur Fusion fusg, das heifit, das Diagramm (x) aus Abschnitt
14 kommutiert Wegen der Kommutativitit des obigen Diagramms passen somit auch die
Fusionen fusy& und fus§ zusammen, womit diese in Abschnitt 1.4 formulierte Forderung
an fusS-& erfiillt ist.

Betrachte nun den Fall, dass der Multiplikator nichtzyklisch ist.
Fiir die konkreten Ausfithrungen werden zunéchst zwei Sétze formuliert, die auch ei-
genstidndige theoretische Bedeutung haben.
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(5.2) Satz
Sei G eine endliche, nicht notwendig einfache, Gruppe. Hat G einen treuen irreduziblen
Charakter, dann ist Z(G) zyklisch.

Beweis.
Siehe [Isa76], Theorem 2.32(a). O

Dieser Satz kann verallgemeinert werden:

(5.3) Satz
Sei G eine endliche, nicht notwendig einfache, Gruppe. Ist Z < Z(G) nicht zyklisch, so ist
Kern(x) N Z # {1} fiir alle x € Irr(G).

Beweis.

Sei x € Irr(G) und N := Kern(x). Nach (1.29)(d) ist N < G.

Definiere x € Irr(G/N) durch x(gN) := x(g), vergleiche (1.29). Nach Konstruktion ist x
treu. Nach (5.2) ist ZN/N < Z(G/N) zyklisch. Weiter ist ZN/N = Z/Z N N, womit nach
Voraussetzung Z N N # {1} folgt. O

Zur Untersuchung der Gruppen der Tabelle 5.1 mit nichtzyklischem Multiplikator be-
schrinken wir uns auf den Fall M =2 Cy x Cy. Wie der Abschnitt 6.4 zeigt, leistet eine kom-
binierte Anwendung der Falle M = Cg und M = (5 x Cy wertvolle Dienste bei der Analyse
von Ug(2), deren Multiplikator isomorph zu Cy x Cy x Cj3 ist. Die Félle M = C5 x Cy x Cy
und M = C5 x C3 x Cy werden genauso wie die Gruppen L3(4) und Uy(3) nicht untersucht.

Seien also M = (z1, 22), 23 := 2122 und Z; := (z;) mit |Z;| = 2 fiir i = 1,2,3. Sei (U, )
ein Paar maximaler Untergruppen von G und &. Neben (&, M) existieren nach Satz (1.14)
noch drei weitere echte Schursche Erweiterungen von G. Bezeichne sie mit (&;, M/Z;),
i =1,2,3, wobei ;, = &/Z;. Die nach Satz (1.35) zu U korrespondieren Untergruppen in
®,; werden mit 4; bezeichnet. Es ist {; = 4/7;, fiir i = 1,2, 3.

Sei nun x ein irreduzibler Charakter von 4 mit N := Kern(x). Nach Setup (1.36) und Satz
(5.3) ist N N M # {1}. Dies ist gleichbedeutend mit Z; < N fiir ein ¢ € {1, 2, 3}.

Nach Lemma (1.29) existiert somit ein x € Irr(4/Z;), so dass die Inflation von x auf
i gleich y ist.

Im Gegensatz zu dem vorher betrachteten Fall M = Cg sind hier durch Inflationen der
irreduziblen Charaktere der i; diejenigen von 4 gegeben. In [Bre04b] ist ausgefiihrt, wie
aus den Tafeln der 4; und den Fusionen fusgb_ auch Fusionen fusé‘f und Kandidaten fiir eine
Tafel von 4 bestimmt werden kénnen.

In GAP ist dies umgesetzt in der Funktion PossibleCharacterTables0fTypeV4G.

Eine Fusion fusg ergibt sich aus der Hintereinanderausfithrung der Fusionen fusff und fusg(i
fiir ein 7 € {1, 2, 3}.
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Um eine Fusion fusﬁ5 zu bestimmen, die zu den Fusionen fusﬁj vertraglich ist (das heift,
das Diagramm (x) aus Abschnitt 1.4 kommutiert fiir diese Gruppen), gehe analog zu den
Ausfiihrungen in Abschnitt 5.1 vor.

Bei O; (2) werden diese Uberlegungen verwendet, niheres in Abschnitt 6.3. Besonders
interessant sind die dreizehnte und vierzehnte maximale Untergruppe; bei ihnen liefert
PossibleCharacterTables0fTypeV4G zwei nichtisomorphe Kandidaten fiir eine Tafel von
.



o6

Methoden fiir ,gréfere“ Gruppen




Kapitel 6

Beispiele und Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die in den vorangegangen Kapiteln vorgestellten Methoden und
Ergebnisse verwendet, um exemplarisch Tafeln und zugehorige Fusionen der maximalen
Untergruppen der Gruppen Oz(3), Us(5) und L3(7), sowie Og (2) und Ug(2) und ihrer
Schurschen Erweiterungen zu bestimmen.

Abschliefend wird eine Ubersicht der im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Gruppen
gegeben.

6.1 0:(3)

In diesem Abschnitt wird dargestellt, wie die in Abschnitt 1.4 formulierten Fragen fiir die
orthogonale Gruppe O7(3) beantwortet werden kénnen. Die Methoden, die in den Kapi-
teln 2, 4 und 5 beschrieben wurden, dienen dabei als Anleitung und Rezepte; die konkrete
Sruktur von O7(3) und ihrer maximalen Untergruppen wird aber auch benutzt.

Zunichst wird ein Uberblick iiber O7(3) gegeben, in dem auch das weitere Vorgehen dar-
gelegt wird.

6.1.1 TUberblick

Zuniéchst geben wir einige Daten dieser Gruppe an, vergleiche [CCNT03], Seite 108. Es gibt
15 Konjugiertenklassen maximaler Untergruppen in O7(3) und der Multiplikator von O7(3)
ist isomorph zu Cg. Geméf Abschnitt 5.3 werden also zunéchst die Erweiterungen 2.07(3)
und 3.07(3) betrachtet —in den Abschnitten 6.1.2 und 6.1.3 — und anschlieBend in Abschnitt
6.1.4 die Darstellungsgruppe 6.07(3); die Notation ist dabei an diejenige in Abschnitt 5.3
angelehnt. Nach Satz (1.35) sind die maximalen Untergruppen dieser Erweiterungen die
Urbilder der maximalen Untergruppen von O7(3) unter dem kanonischen Epimorphismus.
Geméfl den Ausfithrungen in Abschnitt 1.4 sind fiir jedes maximale Untergruppenpaar
(U,2.U) beziehungsweise (U, 3.U) die Charaktertafeln und die Fusionen zu bestimmen, so
dass folgende Diagramme kommutieren:
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Fiir die Erweiterung mit Co

0-(3
fungT Tfusz7o(7()3) (Dl)

fuso7(3)
ClU) —F— ClO07(3))
fungT Tfus?éf?a (DQ)
fusg‘gﬂg)

fiir Vertreter U der Konjuiertenklassen von maximalen Untergruppen, welche in Tabelle
6.1 aufgefiihrt sind.

Die Gruppen werden der Grofle nach mit Uy bis Uys bezeichnet, es werden ihre Struktur
sowie ihr Index in O7(3) angegeben. Ebenso werden die Strukturen der korrespondierenden
Untergruppen in den Erweiterungen 2.07(3), 3.07(3) und 6.07(3) angegeben. Wie man
diese Ergebnisse erhélt, wird auf den folgenden Seiten beschrieben.

Die Notation der Gruppen aus Tabelle 6.1 ist in [CCN103], Seiten x — xiii und xx, erklért.
Wie aus Tabelle 6.1 ersichtlich, gibt es drei Untergruppenpaare von verschiedenen Konju-
giertenklassen eines Isomorphietyps mit Vertretern G2(3), S¢(2) und Sy. Nach [CCNT03]
besitzen O7(3), die Schurschen Erweiterungen 2.07(3) und 3.07(3) und die Darstellungs-
gruppe 6.07(3) jeweils einen dufleren Automorphismus der Ordnung zwei, der die oben
erwihnten Konjugiertenklassen beziehungsweise ihre Urbilder in den Erweiterungen auf-
einander abbildet. Bezeichne die Automorphismen mit «; bis ay4. Diese werden in den
Gruppen 07(3).2, 2.07(3).2, 3.07(3).2 und 6.07(3).2 im Sinne von Abschnitt 5.2 realisiert,
von denen in der GAP-Bibliothek Charaktertafeln gespeichert sind. Auch stehen Fusio-
nen fusg:g'2 und fus]]zg:EQQ, k = 2,3,6, zur Verfiigung, so dass gemifl Abschnitt 5.2 die
zu den (Gruppen-)Automorphismen gehorigen Tafelautomorphismen é&; bis éy leicht be-
stimmt werden konnen, da die Automorphismen Ordnung zwei haben.

Nun folgen die konkreten Ausfithrungen mit GAP.

6.1.2  2.07(3)

Mit tbl(G) und tbl(2.G) seien die GAP-Bibliothekstafeln von O7(3) und 2.07(3) bezeich-
net. Zunéchst wird eine Art Bestandsaufnahme der GAP-Bibliothek vorgenommen und
gemif Abschnitt 5.1 gepriift, welche Arbeit fiir welche Untergruppe bereits geleistet wur-
de. Wihrend Maxes keinen Erfolg hat, liefert NamesOfFusionSources angewandt auf O7(3)
die Namen einiger Untergruppen von O7(3), deren Tafel und Fusion nach Cl(G) bekannt
ist (dies bedeutet hier wie in 5.1 in der GAP-Bibliothek enthalten). Dies sind folgende
Untergruppen: Uy, Us, Uy, U7, Ug und Uys.
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Name Struktur Index in 2.07(3) in 3.07(3) in 6.07(3)
U 2.U4(3).2; 351 4.U4(3).2 61.04(3).25 | 121.04(3).22
Us 3% :U4(2) : 2 364 2.Usy 3.Us 6.Us
U3 L4(3).22 378 2.L4(3).22 3 X L4(3).22 3 X 2.L4(3).22
U4 G2(3) 1080 2 X G2(3) 3.G2(3) 2 X 3.G2(3)
Us G (3) 1080 2 x G5(3) 3.G(3) 2 x 3.G(3)
Us 3313 . L3(3) 1120 | 2 x 333 : L3(3) 3.Us 2 x 3.Us
Ur S6(2) 3159 2.56(2) 3 x 56(2) 3 % 2.5(2)
Ug 56(2) 3159 2-56(2) 3 X 56(2) 3 X 2-56(2)
Uy | 3570 (24, x Ay).2 | 3640 2.Uy 3.Uy 6.Uy
U10 59 12636 16(2.89)* 3 X Sg 3 X 16(2.59)
U11 Sg 12636 IC(2.89) 3 X Sg 3 X IC(2.89)
Uss (22 x Ug(2)) : 2 22113 2.Ur2 3 x Upa 3 x 2.Up
U13 26 : ./47 28413 2.U13 3.U13 6.U13
U14 84 X 86 265356 2.U14 3 X 84 X 86 3 X 2.U14
U15 54 X 2(./44 X .,44).2 331695 2.U15 3.U15 6.U15

* Die Bezeichnung ,,1¢(2.S9)“ wird bei den Ausfithrungen zu Uyg, Seite 63, erklért.

Tabelle 6.1: Maximale Untergruppen von O7(3) und ihre Erweiterungen

Fiir 2.07(3) ergibt die Abfrage NamesOfFusionSources jedoch, dass keine Untergruppen-
fusion in der Bibliothek gespeichert ist.

Bei einigen Untergruppen werden die Methoden des vierten Kapitels verwendet. Diese er-
fordern eine Darstellung von 2.07(3), mit der GAP effizient rechnen kann. Mit dem Befehl
DisplayAtlasInfo kann abgefragt werden, welche Arten von Darstellungen zu einer Grup-
pe in [Wil] verfiigbar sind und in GAP eingelesen werden kénnen. Fiir 2.07(3) gibt es eine
Permutationsdarstellung auf 2160 Punkten, die Grundlage hier durchgefiihrter Rechnungen
mit 2.07(3) ist.

Nun werden die Untergruppen untersucht.
Es werden zunéchst die obigen Untergruppen betrachtet, von denen bereits eine Tafel mit
Fusion nach O7(3) in der Bibliothek gespeichert ist.

Die erste mazimale Untergruppe 2.Up < 2.07(3)

Sei tbl(Uy) die Bibliothekstafel von Uy < O7(3).

Mittels des ersten Zufallsverfahrens (4.1) wird eine Gruppe V' der Ordnung |2.U;| erzeugt.
Aus Ordnungsgriinden, und da es nur eine Konjugiertenklasse des Isomorphietyps 2.U;
gibt, ist V' zu 2.U; konjugiert, siehe auch Bemerkung (4.3). Thre Tafel wird berechnet, und
ein Vergleich mit der GAP-Bibliothek zeigt, dass sie unter dem Namen 4.U4(3).22 bereits
in der Bibliothek gespeichert ist; auch ist auf ihr bereits eine Fusion zu tbl(U;) vermerkt.

Fiir das Diagramm (D1) bezogen auf U; fehlt also wie oben erwihnt lediglich noch die Fu-
sion fus%:gl. Die weitere Vorgehensweise beruht auf den allgemeinen Ausfithrungen unter
(b) in 5.1, allerdings kann sie ein wenig abgekiirzt werden, da durch die Vorarbeit mittels
NamesOfFusionSources festgestellt wurde, dass in der GAP-Bibliothek bereits eine Tafel
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von U; mit Fusion fusg1 nach Cl(G) existiert. Somit kénnen direkt mittels PossibleClass-
Fusions solche Fusionen von Cl(2.U;) nach Cl(2.G) gesucht werden, die zur Kommutati-
vitéit des Diagramm (D1) fiihren (vergleiche Ausfithrungen in (b).(i)). Anschliefend stellt
man mit RepresentativesFusions fest, dass es bis auf Operation von Tafelautomorphis-
men nur eine Fusion gibt. Diese wird zur Bibliothekstafel tbl(2.U;) gespeichert.

Die dritte mazimale Untergruppe 2.Us < 2.07(3)
Das Vorgehen ist analog zu dem bei (Uy,2.U7).
Die vierte mazimale Untergruppe 2.Uy < 2.07(3)

Hier ist das Verfahren nicht analog zu den obigen Gruppen, da es zwei Konjugiertenklas-
sen des Isomorphietyps G2(3) gibt, das heifit Uy = Us = G2(3). Geméif den allgemeinen
Ausfithrungen zur O7(3) in Abschnitt 6.1.1 werden zunéchst fiir das Paar (Uy,2.Uy) die
gesuchten Tafeln und Fusionen berechnet. Weiterhin stehen Tafelautomorphismen &; €
TAut(07(3)) und &g € TAut(2.07(3)) zur Verfiigung, die entsprechend den Ausfithrungen
in 5.2 zur Bestimmung der Fusionen fiir das Paar (Us, 2.Us) herangezogen werden kénnen.
Nun konkret: Bei G3(3) muss man wenig rechnen; es kommen die Ergebnisse des zweiten
Kapitels zum Tragen:

Nach [CCNT03] ist G5(3) einfach mit einem Schurschen Multiplikator der Ordnung drei.
Nach Satz (2.5) ist daher 2.Uy = Cy x G2(3). Damit hat man nicht nur die Gruppe 2.Uy
niher bestimmt, sondern mittels des GAP-Befehls CharacterTableDirectProduct kann

aus den Bibliothekstafeln von G3(3) und Cy die Tafel von 2.Us berechnet werden. Die
G2(3)
S

CQXGQ

worden. Das weitere Vorgehen zur Bestimmung der Fusion fus3 & , ist wieder analog zu dem
bei 2.U 1-
Nun zu 2.Us. Wie oben erwihnt, kann den Ausfithrungen in Abschnitt 5.2 gefolgt werden.

Danach gilt 2.Us = 2.U, und fiir die Faktorfusionen wird fusg Us = fusg U= fusgj(x?’();2 3)

gewéhlt. Die Fusionen fusg5 =& Ofusg4 und fus%:gs = aQOfUS%SG werden durch Anwendung
von &1 und &g aus den entsprechenden Fusionen fiir Uy beziehungsweise 2.Uy berechnet.

Fusion fusg ‘;J4 = fu 3) ist durch CharacterTableDirectProduct ebenfalls berechnet

Die siebte maximale Untergruppe 2.U7 < 2.07(3)

~

Wie bei der vierten und fiinften maximalen Untergruppe gilt auch hier U; = Usg, wobei
sich zunéchst U7 zugewandt wird.

Nach [CCNT03] ist U7y = S4(2) einfach mit einem Schurschen Multiplikator der Ordnung
zwel. Daher ist im Gegensatz zu oben Satz (2.5) nicht anwendbar, aber immerhin besagt
Satz (2.3), dass es nur zwei Moglichkeiten fiir die Gestalt von 2.U7 gibt. Nun kann aber
die Moglichkeit 2.U; = Cy x Sg(2) wie folgt ausgeschlossen werden: Wiirde dies gelten, so
gibe es in 2.07(3) eine Untergruppe isomorph zu Sg(2). Dies kann aber nicht sein, weil
mittels PossibleClassFusions festgestellt werden kann, dass es keine Fusion von C1(S5¢(2))
nach Cl(2.07(3)) gibt, also gibt es auch keine Einbettung Sg(2) — 2.07(3), vergleiche
Bemerkung (1.30)(b). Damit ist also (2.U7, C2) nach (2.3) eine Schursche Erweiterung von
Uz; da M(Sg(2)) = Cy, ist 2.U7; = 2.56(2) nach Satz (1.8) die Darstellungsgruppe von
S6(2). Die Charaktertafel der Darstellungsgruppe mit Fusion nach C1(S(2)) ist bereits in
der GAP-Bibliothek vorhanden. Die Bestimmung der Fusion fus%:& erfolgt wieder analog
zu den Ausfithrungen bei 2.U;.

Das Vorgehen bei 2.Ug ist analog zu dem bei 2.Us.
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Die neunte mazimale Untergruppe 2.Uy < 2.07(3)

Nach [CCNT103] ist Ug der Normalisator einer zyklischen Gruppe C3 der Ordnung 3, deren
Erzeuger Elemente der Konjugiertenklasse 3A sind (die Tafel in [CCNT03] von O7(3) ist
dabei die ,,Bezugstafel“). Mit Hilfe des zweiten Zufallsverfahrens (4.6) wird eine Gruppe
U mit Ordnung |2.Uy| erzeugt. Mit der rechenintensiven Funktion IntermediateSubgroups
kann gezeigt werden, dass die Gruppe U auch maximal ist, woraus folgt, dass U zu 2.Ugy
konjugiert ist.

Alternativ (mit weniger Rechenaufwand) kann man 2.Ug mittels des dritten Zufallver-
fahrens (4.8) gewinnen: Nach [CCNT03] liegen die sechsten Potenzen aller Elemente der
Ordnung 18 von O7(3) in der Konjugiertenklasse 3A. Weiter ist aus [CCNT03] ersichtlich,
dass alle Urbilder der 18-Elemente in 2.07(3) die Ordnung 36 haben; ein solches Element
x kann schnell in 2.07(3) gefunden werden. Damit ist N2'O7(3)((:p6>) wegen Lemma (4.4)
eine zu 2.Uy konjugierte Untergruppe. Diese Methode ist schneller als obige, auflerdem ist
sofort gewihrleistet, dass die konstruierte Gruppe die ,richtige“ ist.

Ihre Tafel wird mittels der Funktion CharacterTable berechnet. Ein Vergleich mit der
GAP-Bibliothek zeigt, dass sie noch nicht archiviert wurde.

Es fehlen also lediglich noch die Fusionen fus%jgg und fusg%]g. Wie unter (c¢) beziehungswei-

se (b) in 5.1 beschrieben, wird zunéchst die Fusion fusg U, bestimmt und anschliefend zu

ihr und den Bibliotheksfusionen fusg9 sowie fusy eine Fusion von C1(2.Ug) nach C1(2.G).
Die Anwendungen der Funktionen PossibleClassFusions und RepresentativesFusions
zeigen, dass sie bis auf Operation von Tafelautomorphismen eindeutig ist; sie wird in die
GAP-Bibliothek aufgenommen.

Die 13. maximale Untergruppe 2.Urs < 2.07(3)

Die Hauptaufgabe ist es, mit GAP eine Darstellung von 2.U;3 zu gewinnen, um so eine
Tafel dieser Gruppe berechnen zu kénnen.

Nach [CCNT03] hat 2.U;3 den Index 28431 in 2.07(3), daher ist es sehr unwahrscheinlich,
mit dem ersten Zufallsverfahren (4.1) zum Erfolg zu kommen. Auflerdem ist nicht klar,
dass eine bei dieser Methode generierte Untergruppe auch maximal ist, siehe Bemerkung
(4.3).

Im Folgenden wird beschrieben, wie man, die Struktur von Uz = 26 : A7 benutzend, vorge-
hen kann. Eine wichtige Idee ist, eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 64 in O7(3)
zu generieren, und davon das Urbild in 2.07(3) unter dem kanonischen Epimorphismus zu
bilden. In gewisser Weise wird das zweite Zufallsverfahren (4.6) verallgemeinert und auf
diese spezielle Situation angewandt. Im einzelnen:

Eine elementar-abelsche Gruppe K der Ordnung 64 ist Normalteiler von U;z, aufgrund
der Maximalitét ist Ups bereits der Normalisator von K in O7(3). Wegen Lemma (4.4) ist
daher 2.Uj3 = Ng(771(K)), wobei 7 : 2.G — G der kanonische Epimorphismus sei.

Mit SylowSubgroup wird eine 2-Sylowgruppe in 2.07(3) berechnet, bezeichne sie mit
Syly(2.G). Da alle 2-Sylowgruppen zueinander konjugiert sind und das unter Konjuga-
tion invariante Zentrum von 2.07(3) nach Lemma (1.6)(a) isomorph zu Csy ist, enthélt
Syly(2.G) das Zentrum von 2.07(3). Somit kann 7 auf Syl,(2.G) angewendet werden und
man erhilt eine 2-Sylowgruppe in O7(3), bezeichnet mit Syly(G). In Syl,(G) werden nun
mit einem Zufallsgenerator sechs Elemente der Ordnung zwei erzeugt, bis die von ihnen
erzeugte Gruppe eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 64 ist; bezeichne diese mit
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K. Berechne nun das Urbild von dieser Gruppe unter 7, also W_I(K ), und davon den
Normalisator in 2.07(3), bezeichne diesen mit N. Es koénnen nun zwei Fille auftreten:
Die konstruierte Gruppe K ist die ,richtige“ elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 64
in dem Sinne, dass ihr Normalisator die maximale Untergruppe Ujs ist. Dies muss aber
nicht notwendig so sein, da es neben K auch noch weitere elementar-abelsche Gruppen
der Ordnung 64 in Syl,(G) geben kann, die einen anderen Normalisator haben. Dies wird
iiberpriift, indem die Ordnung von N berechnet wird. Ist diese ungleich der Ordnung von
2.Uq13, so wird erneut eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 64 mit oben beschrie-
bener Zufallsmethode generiert. Bei der durchgefiihrten Rechnung hatte N beim ersten
Versuch die ,richtige* Ordnung.

Um schliellich folgern zu kénnen, dass IV und 2.U;3 zueinander konjugiert sind, gehe geméfl
Bemerkung (4.3) vor und zeige die Maximalitit von N. Nach [CCN103] und dem Satz von
Lagrange kann N aus Ordnungsgriinden aufler in 2.U;3 nur in den maximalen Untergrup-
pen 2.U; und 2.U; enthalten sein. Nun wird eine Tafel von N berechnet; Tafeln der zwei
moglichen Obergruppen sind bereits in der GAP-Bibliothek gespeichert, wie oben aus-
gefiihrt. Unter Verwendung von PossibleClassFusions folgt, dass es keine Einbettungen
von N in eine dieser zwei Gruppen gibt, vergleiche die analoge Argumentation bei der sieb-
ten maximalen Untergruppe. Also ist N maximal. Da es nur eine Konjugiertenklasse des
Isomorphietyps 2.U1s gibt, sind N und 2.U;3 zueinander konjugiert. Die berechnete Tafel
kann in die Bibliothek aufgenommen werden und der Rest zur Bestimmung der Fusionen
ist analog zu (Uy, 2.Uy).

Nun zu den iibrigen Untergruppen, bei denen keine Fusion zu Cl(G) in der Bibliothek
gespeichert ist. Ob von ihnen Charaktertafeln in der Bibliothek enthalten sind, wird im
einzelnen zu iiberpriifen sein. Die konkrete Vorgehensweise beruht wieder auf den allgemei-
nen Ausfiihrungen in 5.1 und 5.2 fiir Ujg = U1 =2 Sy.

Die zweite mazimale Untergruppe 2.Us < 2.07(3)

Analog zu 2.U; wird eine Tafel von 2.Us berechnet. Sie ist noch nicht in der GAP-Bibliothek
enthalten. Die Funktionen PossibleClassFusions und RepresentativesFusions liefern
eine bis auf Operation von Tafelautomorphismen eindeutige Fusion fusgf};. Sie wird in die
Bibliothek aufgenommen, da zu Beginn dieses Unterabschnittes schon geklirt wurde, dass
es keine Bibliotheksfusion fusg2 gibt. Im Gegensatz dazu siehe zum Beispiel Uy.

Wie in 5.2 erldutert, wird nun eine Tafel von U, konstruiert. Sie ist ebenfalls noch nicht
in der GAP-Bibliothek enthalten. Die Berechnung der Fusion fusg2 ergibt sich wie in 5.2
beschrieben.

Die sechste mazimale Untergruppe 2.Ug < 2.07(3)

Nach [CCNT03] ist Ug = 3313 : L3(3), wobei L3(3) einfach ist mit trivialem Multiplikator.
Nach Korollar (2.9) ist somit 2.Us = Cy x (333 : L3(3)). Eine Tafel von Ug ist noch nicht
in der GAP-Bibliothek vorhanden. Sie kann analog berechnet werden wie die Tafel von
2.U7. Nun kann analog zu 2.U,4 eine Tafel von 2.Ug aufgestellt werden, womit man auch die
Fusionen fusg%6 erhélt. Die iibrigen Fusionen ergeben sich wie bei Us.

Die zehnte mazimale Untergruppe 2.Uyg < 2.07(3)

Es ist Uyg = Uy & Sy, somit ist das prinzipielle Vorgehen wie bei Uy = Us.
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Nach Korollar (2.17) ist 2.Uj¢ isomorph zu einer Darstellungsgruppe von Sg oder enthélt
einen Normalteiler der Struktur 2 x A4g. Mittels des Ausscheideprinzips (analog bei 2.Uy
angewandt) kann nun der Isomorphietyp mit GAP geklirt werden:

In GAP stellt man fest, dass es keine Tafelfusionen von Cl(.Ag) nach Cl(2.G) gibt, somit gibt
es keine Einbettung 2 x Ag < 2.07(3), also ist 2.Uj¢ isomorph zu einer Darstellungsgruppe
von Sy.

Nach Satz (2.14) gibt es bis auf Isomorphie zwei (isokline) Darstellungsgruppen von Sy,
wobei von einer von ihnen in der GAP-Bibliothek eine Tafeln unter dem Namen tbl(2.S)
gespeichert ist. Dies ist ausreichend, denn die Tafel der isoklinen Gruppe lésst sich aus
ihr mittels des Befehls CharacterTableIsoclinic berechnen; bezeichne sie mit I¢(2.Sg).
Da auch keine Fusion Cl(2.S9) — Cl(2.07(3)) existiert, ist 2.Uyg = I¢(2.Sy), womit der
Isomorphietyp und eine Tafel von 2.Uy¢ bestimmt sind.

Der Rest ist analog zu Uy =2 Us.

Die 12. maximale Untergruppe 2.U12 < 2.07(3)

Nach [CCNT03] ist U2 der Normalisator einer zyklischen Gruppe Cy der Ordnung 2, wobei
die Involution in der Konjugiertenklasse 2B liegt (die Tafel in [CCNT03] von O7(3) ist dabei
die ,Bezugstafel). Analog zum Vorgehen bei Uy kann eine Tafel von 2.Ujo konstruiert
werden.

Der Rest ist analog zu 2.Us.

Die 14. maximale Untergruppe 2.U14 < 2.07(3)

Wie bei 2.U;3 ist die Erzeugung einer Darstellung von 2.U14 der entscheidende Schritt zur
Gewinnung einer Tafel dieser Untergruppe:

Sei G = 07(3) und sei H = Z.07(3) die Schursche Erweiterungsgruppe mit Z = Cy. Wei-
ter sei m: H — G der kanonische Epimorphismus. Nach [CCNT03] existiert eine Gruppe
G = Aut(G) mit G < G. In [Wil] gibt es eine Darstellung einer Gruppe H mit H < H und
G/G = H/H = Cy und (H, Z) ist eine Schursche Erweiterung von G. Der kanonische Epi-
morphismus H — G ist eingeschrankt auf H gleich 7, weshalb er im Folgenden ebenfalls
mit 7 bezeichnet wird. Ferner gibt es in [CCNT03], Seite 106ff, eine Charaktertafel einer
Gruppe, die zu H isoklin ist.

Nach [CCNT03] (vergleiche auch den Abschnitt Addenda and Corrigenda, Seite xxxvi) ist
Uis = N ({z)) NG, wobei x ein Element der G-Konjugiertenklasse 2F ist. Analog zum Be-
weis von (4.4) ist damit 2.U14 = N (7~ ((z))) N H. Somit ist eine Strategie zur Erzeugung
von 2.Uy4 aufgezeigt: Berechne in H den Zentralisator von 7~ !(z) und schneide ihn mit
H. Wie dies konkret umgesetzt werden kann, wird im Folgenden erlautert:

Die Darstellung von H aus [Wil], eine 8-dimensionale Matrixdarstellung iiber F3, wird in
GAP eingelesen. Bei der natiirlichen Matrix-Vektor-Operation auf dem 8-dimensionalen
Vektorraum iiber F3 existiert eine Bahn der Linge 2240, auf der H treu operiert. So-
mit kann eine Permutationsdarstellung von H auf 2240 Punkten konstruiert werden, die
Grundlage der weiteren Rechnungen ist.

Nach Lemma (2.15) ist H’ = H. Diese theoretische Aussage ist fiir den praktischen Vor-
gang von Bedeutung, da mit ihr H in H mittels des Befehls DerivedSubgroup gebildet
werden kann.

Bestimme nun ein Element aus 7~1(2F), indem das dritte Zufallsverfahren (4.8) verwendet
wird: Finde in H ein Element y der Ordnung 60. Nach [CCN*03] ist dies ein Urbild eines



64 Beispiele und Ergebnisse

Elementes der 30A-Konjugiertenklasse von G, denn es gibt keine Elemente der Ordnung 60
in G und alle Elemente der Ordnung 30 in G sind zueinander konjugiert. Wiederum nach
[CCNT03] liegen die 15. Potenzen der Elemente der Klasse 30A in der Klasse 2F. Somit
erhalte mit NH((y15>) N H' eine zu 2.Uy4 konjugierte Untergruppe.

Mit CharacterTable wird eine Tafel von 2.U74 berechnet, sie ist noch nicht in der Biblio-
thek enthalten. Da eine Tafel von U4 in der Bibliothek gespeichert ist, werden die Fusionen
bestimmt wie in Abschnitt 5.1 unter (b)(ii) beschrieben.

Die 15. maximale Untergruppe 2.U1s < 2.07(3)

Nach [CCNT03] ist Uy5 der Normalisator einer zyklischen Gruppe Cs der Ordnung 2, wobei
die Involution in der Konjugiertenklasse 2C liegt (die Tafel in [CCNT03] von O7(3) ist da-
bei die ,, Bezugstafel“). Mittels des zweiten Zufallsverfahrens (4.6) kann eine Gruppe U der
Ordnung |2.U;5| konstruiert werden. Aus Ordnungsgriinden kann U abgesehen von 2.Uqs
nur in 2.Up,2.U;7 und 2.Upy enthalten sein. Die Routine IntermediateSubgroups ist hier
nicht durchfithrbar; der Index von U in 2.07(3) betragt 331695. Allerdings kann analog
zur dreizehnten maximalen Untergruppe gezeigt werden, dass ¥ maximal und zu 2.Ujs
konjugiert ist. Der Rest verliuft analog zu Uys.

Damit ist das ,,Programm® fiir 2.07(3) abgeschlossen, es wird nun fiir 3.07(3) durchgefiihrt.
Dabei ist zu beachten, dass von Us, Us, Ug, Us, U1g, U1, U12, U4 und Ups nun auch Tafeln
und Fusionen nach C1(O7(3)) zur Verfiigung stehen, das heifit, sie kénnen und werden als
Bibliothekstafeln und -fusionen aufgefasst. Dies ist von Bedeutung bei der Berechnung der
Fusionen der Tafeln der maximalen Untergruppen von 3.07(3) nach C1(3.07(3)).

6.1.3 3.0:(3)

Auch hier folgt zu Beginn eine ,, Bestandsaufnahme® von 3.07(3).

In der GAP-Bibliothek liegt eine Tafel von 3.07(3) vor, diese sei mit tbl(3.G) bezeichnet.
Von den Konjugiertenklassen der maximalen Untergruppen von 3.07(3) ist keine Fusion
nach CI(3.G) in der Bibliothek gespeichert, wie der Befehl NamesOfFusionSources verriit.
Wie am Ende des vorherigen Unterabschnitts beschrieben, stehen jedoch von allen maxi-
malen Untergruppen von O7(3) Tafeln mit Fusion nach CI(G) zur Verfiigung.

Um die Methoden aus Kapitel 4 verwenden zu kénnen, wird eine Darstellung von 3.07(3)
benotigt. In [Wil] steht aber lediglich eine 27-dimensionale Matrixdarstellung iiber F4 zur
Verfiigung, mit der die Rechnungen nicht durchgefithrt werden kénnen. Daher geht es
zunéichst darum, eine Permutationsdarstellung von 3.07(3) auf moglichst wenigen Punk-
ten in GAP zu gewinnen. Wie dies moglich ist, wird im Folgenden beschrieben.

Permutationsdarstellung von 3.07(3)

In [Wil] sind zwei Matrizen A und B mit Ordnung 2 beziehungsweise 7 gespeichert, die die
oben erwidhnte Matrixdarstellung erzeugen.

Nach [CCNT03] gibt es eine 27-dimensionale Matrixdarstellung von 3.07(3) iiber Z[z3],
wobei z3 eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Unter der natiirlichen Matrix-Vektor-
Operation in der Darstellung iiber Z[z3] existiert eine Bahn der Lénge 1134. Der Punkt-
stabilisator 3.07(3), jedes Elementes w dieser Bahn hat Index 1134 in 3.07(3). Die Dar-
stellung iiber Fy ist die Reduktion der Darstellung iiber Z[z3]. Aus Ordnungsgriinden —
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sieche Tabelle 6.1 — ist 3.07(3), eine Untergruppe der dritten maximalen Untergruppe
3.Us = 3.(L4(3) : 22). Nach [CCNT03] ist Ly(3) einfach mit Multiplikator Cs, womit nach
Korollar (2.7) zunéchst 3.Us = 3x (L4(3) : 22) und daraus 3.07(3),, = L4(3) : 25 folgt. Wei-
terhin folgt, dass es bei der natiirlichen Operation von 3.07(3) auf dem 27-dimensionalen
Vektorraum iiber Fy4 eine Bahn B mit 1134 oder — falls der Punktstabilisator im modularen
Fall grofler wird — 378 Punkten gibt.

Ziel ist es, B in GAP zu konstruieren; anschlieend kénnen die beiden Erzeuger A und B
auf die Elemente von B angewendet werden und auf diese Weise kann eine Permutations-
darstellung auf 1134 oder 378 Punkten konstruiert werden.

Konstruiere B wie folgt:

Die Idee ist, einen Fixpunkt der Operation unter L4(3) : 22 zu finden; auf diesen kann
dann 3.07(3) angewandt werden, um B zu erhalten: In GAP kann das Produkt von A und
B berechnet werden; es hat Ordnung 39. Da 13 einfacher Primteiler von |3.07(3)| ist und
13 die Ordnung von L4 (3) : 29 teilt, liegt (C') in einer Untergruppe vom Typ L4(3) : 22,
wobei C := (A- B)? sei. Bestimme nun (durch ein linares Gleichungssystem) alle Fixpunk-
te unter C' als Kandidaten fiir Fixpunkte unter L4(3) : 22. Berechne nun die Bahnen von
diesen Kandidaten unter 3.07(3), wobei bei der technischen Umsetzung eine Bahn nicht
vollstandig berechnet wird, falls sie mehr als 1134 Punkte hat. Es stellt sich heraus, dass
es keine Bahn der Linge 378 gibt, sondern es wird eine Bahn der Léinge 1134 gefunden.
Wie oben beschrieben, wird nun eine Permutationsdarstellung von 3.07(3) auf 1134 Punk-
ten konstruiert, welche Grundlage fiir die durchgefiihrten Rechnungen zu 3.07(3) ist.

Nun werden die maximalen Untergruppen betrachtet.
Die erste mazimale Untergruppe 3.Uy < 3.07(3)

Das Vorgehen ist analog zu dem bei (Uy,2.U7).

Die zweite mazimale Untergruppe 3.Us < 3.07(3)

Analog zu (Uy,2.U;) wird eine Tafel von 3.Us berechnet; sie ist allerdings noch nicht in der
GAP-Bibliothek enthalten. Somit werden die Fusionen fungU2 und fusgj% analog wie bei
(Ug, 2.U9) bestimmt.

Die dritte mazximale Untergruppe 3.Us < 3.07(3)

Bei der Konstruktion einer Permutationsdarstellung von 3.07(3) haben wir bereits gesehen,
dass 3.Us = C3 x Ly(3) : 25 gilt. Das weitere Vorgehen ist analog zu dem bei (Uy, 2.Uy).

Die vierte mazimale Untergruppe 3.Uy < 3.07(3)

Hier ist wieder Uy = Us = G2(3) zu beachten. Wie bei den Beispielen bei der Erweiterung
mit Co wird sich zunichst der Uy zugewandt. Die Gruppe G2(3) ist einfach mit einem
Multiplikator der Ordnung drei nach [CCN103]. Analog zu (Uz,2.U;) kann geschlossen
werden, dass (3.Uyg, C3) eine Schursche Erweiterung von Uy ist und 3.Uy = 3.G2(3) ist die
Darstellungsgruppe von Ga(3).

Die Fusion fusgjg4 kann ebenfalls analog wie bei (Ur,2.U7) bestimmt werden. Die Handha-
bung von 3.Us erfolgt analog zu den Ausfithrungen zu (Us, 2.Us), wobei der Tafelautomor-
phismus éo durch @3 € TAut(3.G) ersetzt wird.

Die sechste maximale Untergruppe 3.Ug < 3.07(3)
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Mittels der ersten Zufallsmethode (4.1) ldsst sich eine Gruppe V mit Ordnung |3.Ug| er-
zeugen. Aus Ordnungsgriinden ist V' zu 3.Ug konjugiert. Allerdings ldsst sich von V mit
CharacterTable keine Charaktertafel berechnen, da im Dixon-Schneider-Algorithmus —
der Grundlage dieser Routine ist — versucht wird, die Strukturmatrix fiir ein Element mit
Zentralisator-Ordnung 39 zu berechnen; dies fiihrt zu einem Speicheriiberlauf und zum
Abbruch der Berechnungen.

Um dieses Problem zu umgehen, wird versucht, eine kleinere Permutationsdarstellung von
V zu finden: Als Untergruppe von 3.07(3) operiert V ebenfalls auf einer Menge €2 mit 1134
Punkten. Durch entsprechende Abfragen in GAP kann festgestellt werden, dass V auf 2
zwei Bahnen der Liange 1053 und 81 bewirkt, auf denen V treu operiert. Somit existiert
eine Gruppe V, die isomorph zu V ist, aber lediglich auf 81 Punkten operiert. Von V lisst
sich nun mittels CharacterTable eine Charaktertafel berechnen.

Die beiden Gruppen sind zudem konjugiert zueinander, da es nur eine Konjugiertenklas-
se vom [somorphietyp 3.Ug beziehungsweise V' gibt. Somit kann tbl(V) als Tafel fiir 3.Ug
betrachtet werden und zur Berechnung der Fusionen verwendet werden, was analog zu
(Us, 3.Uz) geschieht.

Die siebte maximale Untergruppe 3.Uzr < 3.07(3)

Nach [CCN*103] ist Us = Uz = Sg(2) einfach mit zweielementigem Multiplikator. Analog
zu (Uy, 2.Uy) folgt, 3.Us = C5 x Sg(2); auch das weitere Vorgehen ist analog zu (Uy, 2.Uy)
beziehungsweise (U, 2.Us).

Die neunte mazimale Untergruppe 3.Uy < 3.07(3)

Wie bei (Ug,2.Ug) wird eine Gruppe V der Ordnung |3.Ug| erzeugt. Wegen des Satzes
von Lagrange kann sie aufler in 3.Ug nur in 3.Us enthalten sein. Es wird eine Tafel von V'
berechnet. Da es keine Tafelfusionen zwischen Cl(V) und C1(3.Uyg) gibt, wird analog wie
bei (Uis,2.Us5) gefolgert, dass V' maximal und konjugiert zu 3.Uy ist.

Der Rest verlduft analog zu (Uz,3.U2) .

Die zehnte mazimale Untergruppe 3.Uyg < 3.07(3)

Nach [CCNT03] ist Ujp = Up; & Sg. Aus Korollar (2.17)(b)(ii) folgt somit 3.U19 = C3 x So.
Nun geht es weiter wie bei (Uy, 3.Uy) beziehungsweise (Us, 3.Us).

Die 12. maximale Untergruppe 3.Ui2 < 3.07(3)

Nach [CCNT03] ist Uy(2) einfach mit Multiplikator Cy. Um die Sitze aus Kapitel 2 anwen-
den zu konnen, bedarf es noch ein wenig Vorbereitung:

Sei Uy := H : 2 mit H := Vj x Uy(2), wobei V; die Kleinsche Vierergruppe sei. Da Vj
abelsch ist, ist H' < Uy(2). Also ist H' = Uy(2), weil Uy(2) einfach ist. Damit ist insbeson-
dere Uy(2) charakteristisch in H und folglich normal in Ujs.

Ui2 hat somit die Struktur Uy(2).P, wobei P eine 2-Gruppe ist. Nun ist Korollar (2.7)
anwendbar und es folgt 3.Ujp = C3 x ((22 x U4(2)) : 2).

Alles weitere verlduft analog zu (Uy,2.Uy).

Die 13. maximale Untergruppe 3.Urs < 3.07(3)

Wie bei (Uis, 2.U33) ist das Hauptproblem, eine Darstellung von 3.U;3 zu erzeugen. Auch
hier wird dabei die Struktur von Uz = 26 : A7 als Normalisator einer elementarabelschen
Gruppe K der Ordnung 64 entscheidend genutzt.
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(1.6)
Sei m : 3.07(3) — O7(3) der kanonische Epimorphismus und Z := Z(3.07(3)) =

Kern(m) = C3. Nach Lemma (4.4) ist 3.Ui3 = N3 o, (7 *(K)). Nun kann — im Ge-
gensatz zu (Uyz, 2.U13) — die Struktur von 7~ !(K) niher bestimmt werden, was das Vor-
gehen gegeniiber (U3, 2.U;3) vereinfacht: Da K und Z teilerfremde Ordnungen haben, ist
(77Y(K), Z) eine zentrale Erweiterung von K, die den Voraussetzungen von Satz (2.1)
geniigt; damit ist 771 (K) = Z x K. Erzeuge nun diese Gruppe, um anschlieBend den Nor-
malisator berechnen zu kénnen. Wie bei (Ujs, 2.U;3) ist darauf zu achten, eine passende
elementarabelsche Gruppe zu finden:

Es wird in GAP mittels SylowSubgroup eine 2-Sylowgruppe von 3.07(3) berechnet. Ana-
log wie bei (Uis,2.U13) wird nun mit einem Zufallsverfahren in der 2-Sylowgruppe eine
elementarabelsche Gruppe K der Ordnung 64 generiert. Bestimme die von Z und K er-
zeugte Untergruppe. Von dieser berechne den Normalisator. Falls der Normalisator nicht
die Ordnung |3.U;3| hat, wird erneut eine elementarabelsche Gruppe generiert und die
obigen Rechnungen wiederholt, siehe auch die Ausfiihrungen bei (Uis, 2.U13). Bei der im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnung hat der Normalisator beim ersten Versuch
die ,richtige* Ordnung.

Wie bei (Uss, 2.U13) kann nun gezeigt werden, dass der gefundene Normalisator auch maxi-
mal ist und somit zu 3.U;3 konjugiert ist. Die Bestimmung der Fusionen ist dann ebenfalls
analog zu (Uys,2.Us3).

Die Struktur von 3.U;3 kann bis auf Isomorphie bestimmt werden:

Da es keine Tafelfusionen fusiil?]13 gibt, folgt mit den Sétzen (2.1) und (2.10)(b)(i), dass
3.U13 = 2% : 3. A7, wobei (3.A7,3) eine Schursche Erweiterung von A7 ist.

Die 14. maximale Untergruppe 3.U14 < 3.07(3)

Die Bestimmung einer Tafel von 2.U14 war relativ aufwendig, wie im vorherigen Abschnitt
6.1.2 gesehen. Ein analoges Vorgehen fiir 3.U4 erfordert eine handhabbare Darstellung von
3.07(3).2, die aber nicht zur Verfiigung steht.

Das erste Zufallsverfahren (4.1) liefert zwar nach sehr langer Zeit eine Untergruppe V' der
Ordnung [3.U14], es ist aber unklar, ob dies auch tatséchlich 3.Uy4 ist oder eine nicht maxi-
male Untergruppe dieser Ordnung. So gibt es zum Beispiel Tafelfusionen in die Tafeln von
3.U; und 3.U;. Bei IntermediateSubgroups ist der Rechenaufwand zu grof. Dies fiihrt
also auch nicht zum Ziel. Gliicklicherweise kann aber theoretisch geschlossen werden, dass

3.U1y = O3 x 84 x Sg gilt, wie im Folgenden ausgefiihrt wird.
(1.6)
Sei m : 3.07(3) — 0O7(3) der kanonische Epimorphismus und Z := Z(3.07(3)) =

Kern(m) = C5 und seien Sy, Sg < Uy4 mit Uy = Sg X Sy.

Zeige zunichst, dass 7~ 1(Sg) = C3 x Sg: Nach Korollar (2.17)(b)(i) ist entweder 771(Sg) =2
Z x Sg oder (771(Sg), Z) ist eine Schursche Erweiterung von Sg. Letzteres ist aber wegen
Satz (1.14) und |M(Ss)| = 2 (siehe (2.14)) nicht moglich.

Zeige nun 771(Sy) = C3 x Sy: Es ist Sy von der Form (V4.C3).C3, wobei Vj die Kleinsche
Vierergruppe sei. Nach Satz (2.1) ist somit 77(Ss) von der Form ((C5 x V4).C3).Ca. Sei
F := 774(84)/N mit N = V,. Somit hat F einen Normalteiler der Struktur C3.Cs. Die-
ser ist entweder eine elementarabelsche Gruppe oder eine zyklische Gruppe der Ordnung
neun. Letztere hat ein Element der Ordnung neun. Aus [CCNT03] geht jedoch hervor, dass
keine der Konjugiertenklassen der Elementordnung drei in O7(3) zu Konjugiertenklassen
mit Elementen der Ordnung neun in 3.07(3) liften, also ist hier C3 x C3 die einzige Gruppe
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der Form C3.C5, womit F' von der Struktur (C3 x C3).Cy ist. Die Gruppe C3 x C3 enthiilt
vier Untergruppen der Ordnung drei. Da eine von ihnen zentral in 7—'(Sy) ist, existiert
mindestens eine nichtzentrale Untergruppe K < F mit |K| = 3, die von der operienden C,
in F festgelassen wird. Also ist K normal in F' und F/K hat ein nichttriviales Zentrum,
so dass F/K = Cg und F = O3 x 83 folgt. Somit ist 771(S4) =2 C3 x S; und damit ergibt
sich insgesamt 3.U14 = C3 X S5 X Sg.

Von den Gruppen S; und Sg sind in der GAP-Bibliothek Charaktertafeln enthalten. Damit
ergibt sich der Rest, auch die Bestimmung der iibrigen Fusionen, wie bei (Uy, 2.Uy).

Die 15. maximale Untergruppe 3.Urs < 3.07(3)

Es kann analog zu (Uys, 2.Uys) verfahren werden.

6.1.4 6.07(3)

Wie in Abschnitt 6.1.1 erwihnt wurde, konnen die Tafeln und Fusionen fiir die maximalen
Untergruppen der Darstellungsgruppe 6.07(3) anhand der allgemeinen Ausfithrungen in
Abschnitt 5.3 bestimmt werden:

Fiir alle U € {Uy,...,U;5} und zugehorigen Untergruppen 2.U und 3.U stehen wie in den
vorherigen Abschnitten geschildert Tafeln mit Fusionen zur Verfiigung. Wie in Abschnitt
6.1.1 beschrieben konnen daraus fiir alle zugehorigen Untergruppen 6.U in 6.07(3) Tafeln
und sdmtliche Fusionen gewonnen werden; theoretisch mogliche Probleme, vergleiche Ab-
schnitt 6.1.1, treten dabei nicht auf.

Bei den Untergruppen 6.Us, 6.Ug und 6.U7; kénnen die Fusionen fu82:8:(3) fir ¢ = 5,8,11
alternativ durch Anwendung des Tafelautomorphismus &4 € TAut(6.07(3)) aus Abschnitt
6.1.1 bestimmt werden; dies fiihrt zum gleichen Ergebnis, vergleiche Abschnitt 6.1.1 und
die Erlauterungen zu den entsprechenden Untergruppen 2.U; und 3.U; in den Abschnitten
6.1.2 beziehungsweise 6.1.3.

Bis auf die Tafel von 6.U; sind alle Tafeln der maximalen Untergruppen von 6.07(3) noch
nicht in der GAP-Bibliothek vorhanden. Auch die Fusion fusgigf(?’) ist in der Bibliothek
gespeichert, wobei es zu folgendem interessanten Fall kommt:

Die Fusionen fusgf(s) und fusgzgf(?)) sind Bibliotheksfusionen, wihrend die Fusionen fusgzgf(?))

und fusgzgf(?)) neu berechnet wurden, vergleiche die Abschnitte 6.1.2 und 6.1.3. Allerdings

passen die Bibliotheksfusionen nicht zusammen, das heifit, das Diagramm () aus Ab-

schnitt 1.4 beziiglich 6.U7 kommutiert nicht. Nun ist eine Moglichkeit, die Bibliotheksfusion

fusgigf(?)) durch die berechnete Fusion zu ersetzen, da nach Abschnitt 5.3 sichergestellt ist,

dass dann obige Fusionen zueinander passen. Allerdings ist die fusgzlojf(s) in der Bibliothek

von alten GAP-Versionen enthalten, wihrend die Fusion fus[O]:(g) nur in der Development-

Version GAP4dev vorhanden ist, so dass es wiinschenswerter ist, letztere Fusion zu dndern

und fusgzgf(?)) beizubehalten. Dies ist moglich, da sich aus fusgzgf(?)) die anderen drei Fusio-

nen fusgf(?’), fus§:83(3) und fusgzlojf(s) analog zu der Vorgehensweise unter (a)(ii) in Abschnitt

5.1 neu berechnen lassen, so dass folgende Diagramme fiir k = 1, 2,3 kommutieren:
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usk'G
Clk.U) 20, Cl(h.@)
fus]g:gT Tfus’g:g (D)
fusgf}v

CL6.U) 290, C1(6.G)

Aus der Kommutativitit von (D) und wegen fuskj ofusi® = fusl, ofus?® fir K €
{U, G} ergibt sich

fust o fusy ;; o fusg'y = fus$ o fusy

= fust-& o fusd§

= fung o fus]g_'g o fusgjg
= fus{ ; o fush& o fust-Y

fir kK = 2,3. Da fus]g_'g surjektiv ist, folgt daraus auch die Kommutativitit der folgenden
Diagramme fiir & = 2, 3:

G
fusg

Uy 20, @)

fung T Tfuskcc

k.G
fusy 7

ClEU) —50, Cl(k.G)

Die Fusionen fusgf(g), fusgzgf(?)) und fusg:gf(g) werden daher ausgetauscht und damit sind

alle Fragen fiir alle maximalen Untergruppen beantwortet.

6.2 U3(5) und L3(7)

Auch fiir die einfachen Gruppen Us(5) und L3(7) konnten die Fragen aus Abschnitt 1.4
beantwortet werden.

Der Multiplikator beider Gruppen ist nach [CCN103] isomorph zu Cj, insofern ist das
Vorgehen einfacher als bei O7(3). Die Erzeugung von Untergruppen und die Berechnung
ihrer Tafeln erfolgt mit Methoden, die bereits bei Untersuchungen zu O7(3) zur Anwen-
dung kamen und daher hier nicht weiter erlautert werden.

Im Gegensatz zu O7(3) haben diese Gruppen jedoch Tripel von maximalen Untergruppen
eines Isomorphietyps, die nicht zueinander konjugiert sind. Wie in Abschnitt 5.2 erldutert,
wird dadurch eine spezielle Vorgehensweise zur Bestimmung kompatibler Fusionen bei die-
sen maximalen Untergruppen erforderlich, die komplizierter ist als bei O7(3) und daher im
Folgenden genauer untersucht wird.

Die Darstellungsgruppen von Us(5) und L3(7) werden mit 3.U3(5) beziehungsweise 3.L3(7)
bezeichnet. Nach [CCNT03] hat Us(5) drei Klassen von maximalen Untergruppen des Iso-
morphietyps A7 und drei des Typs Myg = Ag.23; die Gruppe L3(7) hat drei Klassen von
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maximalen Untergruppen des Isomorphietyps La(7) : 2. Bezeichne Vertreter von ihnen mit
A%, A% und A% und entsprechend ihre Urbilder in 3.U3(5) mit 3.A%, 3.A$ und 3.A$; analog
fiir die anderen Untergruppen.

Sei G € {Us(5), L3(7)}. Fiir 3.G existiert eine Gruppe 3.G.3, in der ein duflerer Automor-
phismus « von 3.G der Ordnung drei realisiert ist, der die Erweiterungen 3.A4% und 3.44.24
sowie 3.Lo(7) : 2 zyklisch aufeinander abbildet. Von 3.G und 3.G.3 stehen in GAP Charak-

tertafeln zur Verfiigung. Auch ist in der GAP-Bibliothek eine Fusion fusj &3 vorhanden.

Nun zu den mit GAP berechneten Ergebnissen bei den einzelnen Gruppen; die Notation ist
wie in Abschnitt 5.2. Betrachte zunéchst G = Us(5).

Die 3.G-Konjugiertenklassentripel [14,17,20], [15,18,21] und [16, 19, 22] werden unter der
Fusion fus%:g‘?’ auf die 3.G.3-Konjugiertenklassen 5B, 5C und 5D abgebildet.

Der von « induzierte Tafelautomorphismus & permutiert also die Konjugiertenklassen
{14,17,20} sowie {15,18,21} und {16, 19,22}, aber es ist noch zu kliren auf welche Weise
dies geschieht: Mittels Automorphisms0fTable stellt man fest, dass 3.Us(5) nur zwei Ta-
felautomorphismen der Ordnung drei hat, ndmlich § := (14,17,20)(15, 18,21)(16, 19, 22)
und #~'. Somit kann & := 3 gewihlt werden, vergleiche Abschnitt 5.2.

Fiir das weitere Vorgehen betrachte exemplarisch A%, A% und A2 und ihre Urbilder 3.A%,
3.42% und 3.43 in 3.Us(5). Wie eingangs erwiihnt, kann mit den Methoden aus Kapitel 2

und dem Abschnitt 5.1 fiir 3.A% eine Tafel mit Fusion fusg'fﬁ(s)
T

den Ausfithrungen in Abschnitt 5.2 haben 3.A41, 3.4% und 3.A3 die gleiche Charakterta-

3.U3s(5) 3.Us(5) 3.U3(5) _ 49 3.Us(5)
3.42 3.41 Y &“ o fusg'A% . Nun fehlen
U:3(5)

noch zu diesen Fusionen passende Fusionen fus , ®) (
7 7
der GAP-Bibliothek enthalten), so dass das Diagramm (%) aus Abschnitt 1.4 kommutiert.

Diese kénnen wie in Abschnitt 5.1 (b)(ii) beschrieben berechnet werden.
Fiir die drei Untergruppen vom Typ Mig beziehungsweise 3.M7 verlduft alles analog.

berechnet werden. Nach

fel, und wir wéhlen fus = & o fus und fus

U. L .
und fus 5 (sie sind noch nicht in

Untersuche nun G = L3(7). Die 3.G-Konjugiertenklassentripel [17,20, 23], [18,21, 24] und
[19,22,25] werden unter der Fusion fusy&?3 auf die 3.G.3-Konjugiertenklassen 7B, 7C und
7D abgebildet und die iibrigen 3.G.3-Konjugiertenklassen haben hochstens eine Urbildklas-
se in 3.G.

Das weitere Vorgehen ist nun etwas aufwendiger als oben, da 3.L3(7) acht Tafelautomor-
phismen der Ordnung drei hat. Ist &(17) = 20, so ist @~1(17) = 23. Daher geniigt es ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit nur noch solche Tafelautomorphismen zu betrachten, die
die 17 auf die 20 abbilden. Diese zusétzliche Bedingung erfiillen noch drei Kandidaten,
namlich 81 = (17,20, 23)(18, 21, 24)(19, 22, 25),

Be = (17,20,23)(18,21,24)(19, 22, 25)(47, 53, 59)(48, 54, 60) (49, 55, 61) (50, 56, 62)
(51,57,63)(52,58,64) und

Bs = (17,20,23)(18,21,24)(19, 22, 25)(47, 59, 53)(48, 60, 54) (49, 61, 55) (50, 62, 56)
(51,63,57)(52, 64, 58).

Da (2 und B3 aber zu viele Punkte bewegen, kommt nur & = (1 in Frage, womit das erste
Etappenziel erreicht ist. Die anschliefende Bestimmung der Tafeln und Fusionen verlduft
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analog wie oben bei U3(5) geschildert.

Die Tabellen 6.20 und 6.24 in Abschnitt 6.5 enthalten eine Ubersicht iiber die maximalen
Untergruppen von Us(5) beziehungsweise L3(7).

6.3 OF(2)

In diesem Abschnitt wird erldutert, wie Tafeln und zugehtrige Fusionen der maximalen
Untergruppen der Schurschen Erweiterungen der einfachen Gruppe Oé" (2) bestimmt wer-
den konnen.

Die Vorgehensweise ist dabei analog zu der bei den Untersuchungen zu O7(3) in Abschnitt
6.1. Es werden zunéchst Informationen zur Gruppe gegeben, und anschlieend wird be-
schrieben, wie die Fragen aus Abschnitt 1.4 beantwortet werden kénnen.

6.3.1 Uberblick

Informationen zu Og (2) finden sich in [CCNT03], Seite 85. Es gibt 17 Konjugiertenklassen
maximaler Untergruppen in Og (2), und der Multiplikator M von Og (2) ist eine Kleinsche
Vierergruppe, etwa M = (21, z3), setze z3 := 2129 und Z; := (z;) = Cs.

Die folgenden Bezeichnungen sind an die des Abschnittes 5.3 angelehnt:

Sei & die Darstellungsgruppe von Og (2). Weiter seien (&;, M/Z;), i = 1,2,3, die iibrigen
Schurschen Erweiterungen von Og (2).

Nach [CCNT03] existiert ein duflerer Automorphismus a von &, der die Z; zyklisch per-
mutiert, etwa a(Z1) = Za, a(Zs) = Z3 und a(Z3) = Z;. Durch a werden Isomorphismen
zwischen den &; induziert, so dass es geniigt, lediglich eine zyklische Schursche Erweiterung
von Of (2) zu betrachten, diese wird wie in [CCNT03] und in GAP mit 2.04 (2) bezeichnet.
Sei (U,4) ein Paar maximaler Untergruppen von Of (2) und &. Die zugehorigen Unter-
gruppen in &; werden mit $; bezeichnet; es ist U; = U/Z;, fiir i = 1,2, 3.

Wie bei O7(3) sollen Tafeln der i; und von U sowie zugehorige kompatible Tafelfusionen
bestimmt werden. Wie in Abschnitt 5.3 beschrieben, kann schrittweise vorgegangen wer-
den, indem zunéchst Tafeln der 4; und Faktorfusionen fusg(i berechnet werden, aus denen
anschliefend eine Tafel von U konstruiert wird. Bevor dies im néchsten Abschnitt konkret
ausgefiihrt wird, werden weitere Informationen zu den Untergruppen gegeben, die fiir das
anschliefende Vorgehen von Bedeutung sind.

Die maximalen Untergruppen von Og (2) lassen sich in zwei Typen einteilen: Ist U < Of (2)
maximal, so

(a) gibt es nur eine Konjugiertenklasse des Isomorphietyps U oder

(b) gibt es drei Konjugiertenklassen des Isomorphietyps U, wobei die Urbilder dieser
Klassen in & durch «a aufeinander abgebildet werden.

Im Fall (a) gibt es in & ebenfalls nur eine Konjugiertenklasse vom Isomorphietyp 4, denn es
ist (U] = |G|/|Na(U)| = |G|/|U| = |8]/|¢] = |8|/|Ns(W)| = |41®], da U und 4 maximal
sind. Fiir die 4; gilt damit ; = U/Z; = a(U)/Z; = W/ Z; = (U/Z;)"i fiir ein h € & und
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Zj = Oé(ZZ)
Damit sind die 4; alle isomorph und es reicht aus, diejenige von ihnen zu betrachten, die
Untergruppe der einen gewéhlten 2.Oé|r (2) ist. Entsprechend wird sie mit 2.U bezeichnet.

Im Fall (b) seien {! := 4, 4? und U3 Vertreter der Konjugiertenklassen des Isomorphietyps
von 4, so dass a(U') = Y2, o(U?) = U? und a(U?) = U! gilt. Die korrespondierenden
Untergruppen in G seien mit U' := U, U? und U3 bezeichnet.

Zu jedem U’ gibt es die drei zyklischen Erweiterungen mit jedem Z;; insgesamt gibt es also
neun solche Gruppen. Anders gesagt, aus jedem der 4/ kann jedes Z; herausfaktorisiert
werden. Fiir die zyklischen Erweiterungen der U’ schreibe daher U= W/Z; < 8.
Wegen W /Z; = a(W)/a(Z;) erhiilt man bereits alle L(g, indem aus einem 4 fiir ein festes
4, die Z; herausfaktorisiert werden, oder es wird ein Z; fiir ein festes i aus den i/ her-
ausfaktorisiert. Anders betrachtet reicht es aus, sich auf die Schurschen Erweiterungen der
drei U’ um ein festes Z; zu beschriinken, etwa diejenigen, die in 2.04 (2) enthalten sind.
Bezeichne sie entsprechend mit 2.U', 2.U? und 2.U3.

Wie im néichsten Abschnitt gezeigt wird, kann es dabei durchaus vorkommen, dass nicht
alle 2.U* isomorph sind.

Ein wichtiger Spezialfall ist das folgende Ergebnis, das wir hdufig in Abschnitt 6.3.2 be-
nutzen werden.

(6.1) Lemma

Sei U eine beliebige endliche Gruppe und sei (H, M) eine zentrale Erweiterung von U,
wobei M eine Kleinsche Vierergruppe sei mit M = (z1, z9), z3 := 2129 und Z; := (z;) = Cs.
Weiter seien K; :== H/Z; fiiri=1,2,3.

Dann sind (K;, M/Z;) fiiri = 1,2,3 zentrale Erweiterungen von U.

Sei V' ein Komplement von M/Z; in Ky, also K1 = M/Zy x V' (weil M /Z, zentral ist),
und sei 0 : H — K7 der kanonische Epimorphismus. Dann gilt:

(a) Es ist H das innere direkte Produkt von o~Y(V) und Z mit Z € {Zs, Z3}.
(b) Esist 07 }(V) = Ky = K3, das heiit H = Cy x K mit K € {Ko, K3}.
(c) Hat zusétzlich M /Z, ein Komplement in Ko, so ist H = M x U.

Beweis.

Da die Z; in H zentral sind und wegen K;/(M/Z;) = (H/Z;)/(M/Z;) =2 U fiir alle 4, folgt
die erste Aussage iiber die zentralen Erweiterungen.

Sei V := ¢~ (V). Weil V normal in K| = ¢(H) ist, ist V normal in H. Es gilt weiterhin
(V,M)/Z, = (V,M/Z,) = K| = H/Z,. Folglich ist (V,M)=H ().

Zeige nun V N Z = {1} fiir Z € {Zo, Z3}: Angenommen, dies ist falsch, so ist Z < V. Da
auch Z; < V gilt, ist somit M < V. Dies ist ein Widerspruch zu (x), da V £ H. Also ist
VN Z={1} und es folgt (a).

Wegen (%) und der Voraussetzungen an M folgt Ko = H/Zy = (V,M)/Zy = (VZ1Z2)/Zs.
Aufgrund von Z; <V und VN Zy = {1} folgt daraus Ky = V. Die gleiche Rechnung fiir
K3 und Zs liefert K3 2V, so dass (b) nachgewiesen ist.

Fiir (¢) sei L ein Komplement von M/Z; in Ko. Da M /Z5 zentral ist, ist L normal in K. Al-
soist Ko 2 M/Zyx U und wegen (b) gilt damit: H = Zox Ko & Zox M [ZoxU = M xU. O
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Die folgende Bemerkung ist in vielen Situationen hilfreich, um Lemma (6.1) anwenden zu
koénnen.

(6.2) Bemerkung

Sei S eine beliebige endliche Gruppe und sei M < Z(S) eine Kleinsche Vierergruppe
mit M = (21, 22), 23 := 2122 und Z; := (2;) = Cy. Sei H < S mit M < H und sei « ein
Automorphismus von S mit «(z1) = a(z2), a(z2) = a(z3) und a(z3) = a(z1). Betrachte die
drei Untergruppen H, o(H) und o(H) und die neun Faktorgruppen of(H)/Z;. Nach den
Ausfiihrungen vor Lemma (6.1) entsprechen die Gruppen H/Z; fiir 1 < i < 3 den Gruppen
a'(H)/Zy fiir 1 < i < 3, das heifit es gibt eine Bijektion zwischen den Isomorphietypen
von {H/Zy,H/Zy,H/Z3} und denen von {a!(H)/Zy,a?(H)/Zy,a3(H)/Z;}. Daher ist das
Lemma (6.1) auch auf die Erweiterung (H, M) von H/M anwendbar, wobei anstelle der
H/Z; auch die o' (H)/Z; treten kénnen.

Da es in beiden obigen Fillen (a) und (b) geniigt, lediglich das Urbild von U in 2.0y (2) zu
betrachten, ist es nun moglich, wie bei O7(3) in Tabelle 6.2 Informationen zu den Vertre-
tern der Klassen maximaler Untergruppen von O; (2) bereitzustellen. Die Gruppen werden
der Grofle nach mit Uy bis Uy7 bezeichnet. Von ihnen und von den korrespondierenden Un-
tergruppen in den Schurschen Erweiterungen wird die Struktur angegeben, sowie ihr Index
in Oé" (2) beziehungsweise in den entsprechenden Erweiterungen. Die Darstellungsgruppe
wird dabei wie in [CCNT03] mit 22.04 (2) bezeichnet.

Auf den nachfolgenden Seiten werden diese Ergebnisse erldutert.

Der folgende Abschnitt befasst sich konkret mit den maximalen Untergruppen.

6.3.2 Die maximalen Untergruppen

Es gelten die Bezeichnungen aus Abschnitt 6.3.1.

Von G := OfF (2), von 2.G := 2.07(2), und von 22.G := 22.0{(2) sind in der GAP-
Bibliothek Tafeln tbl(G), tbl(2.G) und tbl(22.G) und kompatible Faktorfusionen
f1:Cl(2.G) — CI(G), f2: CI(22.G) — CI(2.G) und f5 : C1(22.G) — C1(G) vorhanden,
das heift, es gilt f1 0 fo = f3.

Weiterhin sind bei [Wil] im Sinne des Verfahrens (4.10) zueiander kompatible Erzeuger von
G und 2.G vorhanden, die in GAP eingelesen werden kénnen. In der Markentafelbibliothek
gibt es beziiglich der Erzeuger von G Straight-Line-Programme zur Erzeugung aller maxi-
maler Untergruppen von G. Bei [Wil] gibt es von 22.G hingegen keine Darstellung.

Zur Bestimmung der Tafeln der maximalen Untergruppen von G, 2.G und 22.G kann somit
wie folgt vorgegangen werden:

Mittels des Verfahrens (4.10) werden Darstellungen der maximalen Untergruppen von 2.G
erzeugt. Von diesen werden die Tafeln und zugehorigen Fusionen berechnet, anschliefend
werden mit der Funktion PossibleCharacterTables0fTypeV4G wie in Abschnitt 5.3 be-
schrieben die Tafeln der maximalen Untergruppen von 22.G bestimmt.

Im Folgenden wird dies ausgefiihrt.

Zunichst werden die Untergruppen Uz und Uj4 vom Typ (a) aus Abschnitt 6.3.1 unter-
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Name Struktur Index in 2.07 (2) in 22.07 (2)
Ui S6(2) 120 2 x S6(2) 2 x 2.5(2)
Us Se(2) 120 2.56(2) 2 x 2.5(2)
Us S6(2) 120 2.56(2) 2 x 2.5(2)
Uy 20 . Ag 135 27. Ag (2 x 2110). Ag
Us 20 : Ag 135 2470 ¢ Ag (2 x 2810). Ag
Us 26 . Ag 135 2470 Ag (2 x 2110). Ag
U7 Ag 960 2 X .Ag 2 X 2..»49
Ug ./49 960 2../49 2 X 2../49
Ug Ag 960 2.A9 2 X 2..»49
Uio (3xUy(2)):2 1120 | (3 x 2 x Uy(2)) : (3x2x2.U4(2)):2
Un (3x Us(2)):2 1120 (3 x2.U4(2)) : 2 (3x2x2U4(2):2
Uiz (3x Uq(2)):2 1120 (3 x2.U4(2)) : 2 (3x2x2U4(2):2
Uy | 2572 :(S3x S5 x S3) | 1575 2.U13 22.Us3
Urs 34:23.8 11200 2.Uy4 nicht eindeutig bestimmt
U15 (./45 X A5) : 22 14400 (./45 X ./45).(2 X 4) (2 X 2.(./45 X .,45)).22
Uss (As x As) : 22 14400 | 2.(As x Aj).22 (2 x 2.(A5 x Ajs)).2?
Uiz (A5 x Aj) : 22 14400 | 2.(As x Aj).22 (2 x 2.(A5 x As)).2?

Tabelle 6.2: Maximale Untergruppen von Og (2) und ihre Erweiterungen
sucht.

05 (2)

Erzeuge mit dem Verfahren (4.10) die Untergruppe V' < 2.G, indem die Erzeuger von 2.G
in das zu Ujs < G gehorige Straight-Line-Programm eingesetzt werden. Da |V| = 2|Us)|
gilt, ist V' das Urbild von 2.U;3 in 2.G, vergleiche die Erlduterungen zu (4.10).

Mit den Methoden aus Abschnitt 5.1, die auch schon bei einigen Untergruppe von O7(3 ) zur
Anwendung kamen, kénnen Tafeln tb1(2 Ui3) und tbl(U13) und Fusionen fusg Urs? fus2& Uss
und fusU1 , berechnet werden. Die Tafeln sind noch nicht in der GAP-Bibliothek gespeichert.
Nun wird die Funktion PossibleCharacterTables0fTypeV4G verwendet, um eine Tafel
von 22.U13 zu berechnen. Dabei tritt das ein, was bereits in Abschnitt 5.3 bemerkt worden
war, es gibt zwei nichtisomorphe Tafeln, die den Anforderungen von PossibleCharacter-
Tables0fTypeV4G geniligen.

Da es allerdings nur von einer der beiden Tafeln eine Tafelfusion nach CI(22.G) gibt, ist
damit eine Tafel von 22.U;3 gefunden. Berechne schliellich noch eine Fusion fusgzzglg, die
zu den anderen Fusionen kompatibel ist.

Die 14. mazimale Untergruppe Ui4 < Og (2)

Das Vorgehen ist analog zu dem bei Uys. Wie oben werden Tafeln tbl(Uy4) und tbl(2.U14)
berechnet, die noch nicht in der Bibliothek enthalten sind. Auch hier erhilt man zwei
nichtisomorphe Tafeln ¢; und ¢, als Kandidaten fiir tbl(22.U14), jedoch gibt es sowohl
Tafelfusionen Cl(t;) — C1(22.G) als auch Cl(t3) — C1(22.G), so dass hier weitere Uber-
legungen notig sind, um eine Auswahl der Tafeln ¢; und ¢y zu treffen. Seien F; und Fb
die Menge der Tafelfusionen Cl(t;) — CI(22.G) beziehungsweise Cl(ty) — CI(22.G).

Die 13. mazximale Untergruppe Uig <
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Mit Hilfe von Brauercharakteren — zur Definition und fiir nidhere Informationen siehe
[Isa76, Chapter 15] — kann unter Umstéinden ¢; oder ty als Charaktertafel fiir tb1(22.U14)
ausgeschlossen werden; wir wollen hier nur die Idee skizzieren: In der GAP-Bibliothek
ist eine 3-modulare Brauercharaktertafel von s := tbl(22.G) archiviert.Von t; und t,
konnen 3-modulare Brauercharaktertafeln berechnet werden, da 22.U;4 nach Burnside’s
p®qP-Theorem, siehe [Isa76], Theorem 3.10, auflésbar ist. Die Brauercharaktertafeln indu-
zieren Abbildungen ¢, : Cly/(22.G) — C1(22.G) sowie 1, : Cly (t;) — Cl(¢;) beziehungs-
weise (4, : Cly (t2) — Cl(t2). Dabei ist Cly (G) := {C € CI(G) | p teilt nicht |g|, wobei g €
C'} fiir eine Gruppe G und eine Primzahl p. Die Fusionen aus F; und Fb unterscheiden
sich nur durch Operation von TAut(#1) x TAut(s) beziehungsweise TAut(ts) x TAut(s).
Sei daher f; € F; beliebig fiir ¢ = 1,2. Mit GAP kann nun nachgerechnet werden, dass fiir
i € {1,2} eine Abbildung hi, : Cly (t;) — Cly (22.G) mit t5 0 hl, = fi o, existiert, die die
FEigenschaft hat, dass die Einschréinkungen der irreduziblen 3-modularen Brauercharaktere
von 22.G vermoge hg, irreduzible 3-modulare Brauercharaktere von ¢; sind.

Wiire dies fiir ein ig € {1, 2} nicht der Fall gewesen, so wire t;, als Kandidat fiir die Charak-
tertafel von 22.U14 ausgeschieden. So aber bleibt die Frage in dieser Arbeit unbeantwortet.

Nun werden die iibrigen Untergruppen vom Typ (b) aus Abschnitt 6.3.1 betrachtet: Sie
lassen sich einteilen in fiinf Tripel von Untergruppen eines Isomorphietyps, die nicht zu-
einander konjugiert sind; ihre Urbilder in 22.Oé|r (2) werden durch « aufeinander abgebil-
det. Von « wird ein Tafelautomorphismus & induziert, der zur Bestimmung der Fusionen
niitzlich ist, vergleiche Abschnitt 5.2. Um & rechnerisch zu erzeugen, bestimme mittels
Automorphisms0fTable die Tafelautomorphismen von tbl(22.G). Es gibt nur zwei Tafelau-
tomorphismen der Ordnung drei, so dass fiir & einer von diesen ausgewéahlt werden kann,
vergleiche die Situation bei U3(5) in Abschnitt 6.2.

Fiir 2.07 (2) existiert so ein Gruppenautomorphismus jedoch nicht. Dies kann wie schon
erwihnt zur Folge haben, dass die Erweiterungen 2.U, 2.V zweier Gruppen U,V eines Tri-
pels unterschiedliche Struktur haben, etwa kann 2.U = Cy x U sein, aber (2.V,C3) kann
eine Schursche Erweiterung von V' sein, als Beispiel siehe weiter unten die Erweiterungen
von Uy, Us und Us.

Insofern ist die Situation nicht voéllig analog zu der bei Us(5) und erfordert ein besonderes
Vorgehen, wobei wir in Lemma (6.1) ein wichtiges Hilfsmittel haben.

Nun werden die genannten Untergruppen niher untersucht.
Uy 2 Uy 2 Us < Og (2)

Nach [CCNT03] ist Uy = Uy = Us = Sg(2) einfach mit einem Schurschen Multiplikator der
Ordnung zwei. Wegen Satz (2.3) ist 2.U; isomorph zu Cy x Sg(2) oder (2.U;, C2) ist eine
Schursche Erweiterung von Sg(2) fiir ¢ = 1,2, 3.

Von U ist eine Tafel in der GAP-Bibliothek gespeichert, bezeichne sie mit tbl(U;); ebenso
ist eine Fusion fusg1 archiviert.

Wende das Verfahrens (4.10) auf die Gruppe 2.0¢ (2) und die Untergruppen U; < Of (2)
an. Beziiglich der ersten maximalen Untergruppe liefert (4.10) eine Untergruppe V < 2.G
mit |V| = |Ui|. Nach den Erlduterungen in (4.10) ist damit 2.U; = Cy x Sg(2).

Bei den anderen beiden Gruppen sind die erzeugten Gruppen die vollen Urbilder 2.Us be-
ziehungsweise 2.Us. Von diesen konnen Tafeln tbl(2.U;) und tbl(2.Us) berechnet werden;
ein Vergleich mit der Bibliothek zeigt, dass es sich um die Tafeln der Darstellungsgruppe
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2.56(2) handelt, es ist also 2.Uy = 2.Us = 2.54(2).

Bevor die Frage der zugehorigen Fusionen geklédrt wird, werden zunéchst die Urbilder der
Gruppen U; in 22.0¢ (2) untersucht. Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 6.3.1 unter (b)
und Bemerkung (6.2) ist Lemma (6.1)(b) anwendbar und es folgt 22.U = 2 x 2.55(2).
Die Tafeln tbl(22.U;) konnen somit als direkte Produkte konstruiert werden, vergleiche die
Ausfithrungen in Abschnitt 5.1.

Nun werden alle notlgen Fusionen bestimmt:

Die Faktorfusionen fus22 U, sind fiir alle 7 gleich und kénnen wie folgt berechnet wer-
den: Definiere eine Tafel ¢, indem aus tbl(22.U) die Klassen herausfaktorisiert werden,
die das Zentrum Z(22.U) bilden. Ein Vergleich mit der Bibliothekstafel tbl(U;) zeigt, dass
t und tbl(Ul) nicht nur isomorph, sondern auch gleich sind, so dass fiir die Faktorfusionen
fus2U2 U, = fus22 r gewihlt wird. Sie wird mit fu522 v bezeichnet.

Passend zur Bibliotheksfusion fusU1 berechene eine Fusion fusgzgl wie in Abschnitt 5.1
beschrieben.

Fiir die beiden anderen Fusionen fus%i:% und fus§§;§3 verwende nun den oben bestimmten
Tafelautomorphismus & € TAut(tbl(22.G)): Setze fus%iﬁz = dofus§§:§1 und fusgzﬁ3 = 420
fus%i:ﬁl und erhalte damit die gewiinschten Fusionen, vergleiche die allgemeinen Ausfiihrun-
gen in Abschnitt 5.2 und das Vorgehen bei Us(5) in Abschnitt 6.2.

Wie in Abschnitt 5.1(b)(ii) beschrieben, kénnen aus diesen Fusionen und der Faktorfusion
fUS2Uz.U passende Fusionen fusg2 und fusg3 berechnet werden, so dass die entsprechenden
Diagramme (%) aus Abschnitt 1.4 kommutieren.

Berechne nun zu der am Anfang dieses Abschnittes Seite 73, eingefithrten Bibliotheksfusion
fo: Cl(22 G) — Cl(2.G) und zu fUS22 r, kompatible Faktor- und Untergruppentafelfusio-

nen fus2 beziehungsweise fUS2 fiir 2 = 1, 2, 3. Eine Fusion fus22 U, fiir ein 7 ergibt sich
durch Herausfaktorlsleren der Klassen von Z1, Zs oder Z3. Das Problem besteht darin, fiir
jedes i das passende Z; auszuwihlen, gehe dazu wie folgt vor.

Die Klassen [1,2,3,4] bilden das Zentrum von tbl(22.G). Die Fusion f» entsteht dadurch,
dass die Klassen [1,2] herausfaktorisiert werden. Das Zentrum von tbl(22.U) bilden die
Klassen [1,2,44,45]. Da «a auf Z (22 G) operiert, wird jede der Zentrumsklassen 2, 44 und

45 unter genau einer Fusion fus22 U auf die Klasse 2 in C1(22.G) abgebildet. Durch Einset-

zen erhélt man fusgzg (2) = fus22 0, (45) = fus22 0, (44) = 2. Bilde nun Tafeln 2¢;, 2¢5 und
2t3, indem aus tbl(22.U) die Klassen [1, 2] beziehungsweise [1,45] und [1,44] herausfaktori-
siert werden. Betrachte weiter die zugehorigen Faktorfusionen h; := fusgt’ fir i =1,2,3.
Nun sind die Tafeln 2¢; und tbl(2.U;) nicht nur isomorph, sondern auch ‘gleich, so dass
fiir die Fusionen fusg';%i die h; gewéhlt werden kénnen. Nun kénnen wie oben passende
Fusionen fus%:(U;i fiir « = 1, 2, 3 berechnet werden.

Eine natiirliche Faktorfusion fusg v, ergibt sich durch Herausfaktorisieren des Zentrums

von 2.U; = 2 x S5(2). Faktorfusionen fus2 Uy = fus2 v, sind schon in der GAP-Bibliothek
gespeichert. Nachrechnen in GAP zeigt, dass die Faktorfusionen fiir die Erweiterungen der

U; kompatibel sind, das heift, es gilt fus22 v, = fus ofusggﬁ_ fiir alle 7. Somit konnen
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die Faktorfusionen iibernommen werden, und fiir alle ¢ kommutiert das Diagramm:

G
fus U

CLU;) Cl(G)
fus;fiUI Tfl (D)

2G

CRU) 20 ci2.6).

Damit sind alle Fragen zum ersten Tripel Uy, Uy, Us beantwortet.

Abschlieflend noch zwei Bemerkungen:

Erstens konnte auf Darstellungen von 22.G und 22.U sowie die Funktion PossibleCharac-
terTables0fTypeV4G verzichtet werden; die Struktur von 22.U ergab sich aus theoretischen
Uberlegungen und der Strukturen der 2.U;.

Zweitens wurden zunéchst die Tafeln aller Erweiterungen und die Fusionen fus22§ be-
stimmt. Daraus ergeben sich nach passender Wahl der Faktorfusionen die iibrigen Un-
tergruppentafelfusionen (aufler quUl, die schon in der Bibliothek enthalten war), und die
Kommutativitit der Diagramme (k) ist gewihrleistet.

Uy 2 Us 2 U < Og (2)

Nach [CCNT03] ist Uy = Uy = Ug = 20 : Ag. In der Bibliothek sind bereits eine Tafel
tbl(Uy) und eine Fusion fusg4 gespeichert.

Verfahre zunéchst wie bei den ersten drei Gruppen und wende das Verfahren (4.10) auf die
Gruppen U; fiir ¢ = 4,5,6 an. Man erhilt jeweils das volle Urbild und kann somit mittels
CharacterTable Tafeln tbl(2.U;) berechnen. Mit TransformingPermutationsCharacter-
Tables stellt man fest, dass tbl(2.Us) und tbl(2.Us) isomorph sind, aber sie sind nicht
isomorph zu tbl(2.Uy). Die Tafeln tbl(2.Us) und tbl(2.Us) sind unter 2'+6 : Ag, die Tafel
tbl(2.Uy) unter dem Namen ,,P31/G1/L1/V1/ext2“ in der Bibliothek gespeichert. Auch
sind Fusionen fusg‘b4 und fusg‘;]5 in der Bibliothek vorhanden.

Wie in Abschnitt 6.3.1 formuliert, sind die Urbilder 22 U; der U; in 22.G isomorph. Nun ist
zwar Lemma (6.1) nicht anwendbar, aber es kann eine Tafel der Gruppen 22.U; mit Hilfe
von PossibleCharacterTables0fTypeV4G berechnet werden. Im Gegensatz zur Gruppe
Uiz erhilt man hier bis auf Isomorphie nur eine Tafel, so dass eine Tafel tbl(22.U) =
tbl(22.U4) = tbl(22.Us) = tbl(22.Us) gefunden ist.

Wie beim ersten Tripel werden nun die zugehorigen Fusionen konstruiert. Die Faktorfusio-

nen fus22 U, sind fiir alle 7 gleich und ergeben sich analog. Damit kénnen ebenfalls analog

kompatible Untergruppentafelfusionen fus22 g fiir ¢ = 4,5,6 und fusU und fusU berechnet
werden.

Bestimme nun Faktorfusionen fusgzUU :

Zunichst ist das Vorgehen wieder analog Seien [1, ko, k3, k4] die Klassen, die das Zen-
trum von tbl(22.U) bilden. Wie eben werden passend zu den Untergruppentafelfusionen
fus22 r, und der Bibliotheksfusion f5 : Cl1(22.G) — CI(2.G) Tafeln 2t; und Faktorfusionen

h; == fus22 p, fir i = 4,5,6 gebildet. Die Tafeln 2¢; und tbl(2.U;) sind isomorph fiir alle 4,
im Unterschied zu oben sind sie jedoch nicht glelch wie die durchgefiihrten Rechnungen

zeigen. Daher ergeben sich Faktorfusionen fus22 f] nicht unmittelbar aus den h;, sondern
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durch fusg‘g%_ := ¢; o h;, wobei ¢; : 2t; — tbl(2.U;) Tafelisomorphismen sind. Sie konnen
mittels TransformingPermutationsCharacterTables berechnet werden. Passende Fusio-

2 L . . ) . 2
nen fusgg'g, fiir ¢ = 4, 5,6 lassen sich nun wieder analog berechnen. Die Fusionen fus§2‘§4
.U; .

und fus%iﬁs sind bereits in der Bibliothek gespeichert.
Nun zu den Faktorfusionen fusgiUi:

Die Bibliotheksfusion fusgsU5 passt zu den Fusionen fusg'zl{gs und qugZ5.U57 das heif3t, es gilt
fus’? 5 2.Us

0 Uy = fung5 Ofus22'U5. Diese kann also iibernommen werden, und damit kommutiert
das obige Diagramm (D) fiir die Us.
Die Bibliotheksfusion fusg‘b4 erfiillt die entsprechende Eigenschaft jedoch nicht, so dass
nach einer neuen Fusion gesucht wird. Bilde dazu die Tafel s, indem aus tbl(2.Uy) die Zen-
trumsklassen [1, 5] herausfaktorisiert werden. Nun ist s isomorph zu tbl(Uy), jedoch sind die
Tafeln nicht gleich. Mittels TransformingPermutationsCharacterTables berechne einen

Tafelisomorphismus ¢ : s — tbl(Uy), so dass fus2Uz4.U4 = ¢ofusjy, Ofusg'g{}4 gilt. Setze

fusg U, = ¢ otusj;, und erhalte eine Fusion mit der gewiinschten Eigenschaft, so dass das
Diagramm (D) auch fiir die Uy kommutiert.
Eine Faktorfusion fusg 77, kann analog zu fusg 7, bestimmt werden.

Bestimme nun die Struktur von 2.Uy, 2.Us und 22.Uy:

Aus der Charaktertafel einer Gruppe H lassen sich sdmtliche Normalteiler von H als Schnitt
von Kernen von Charakteren bestimmen, siehe dazu [Isa76], Absatz nach Lemma (2.21).
In GAP wird dies in der Funktion ClassPositionsOfNormalSubgroups umgesetzt; mit ihr
konnen die H-Konjugiertenklassen, die einen Normalteiler bilden, berechnet werden.
Damit konnen die Urbilder von N := 26 < U, in 2.Uy, 2.Us und 22.U, rechnerisch als
Vereinigung von Konjugiertenklassen gefunden werden: In 2.U4 und 2.Us gibt es jeweils
nur einen Normalteiler der Ordnung 128 und in 22.Uy gibt es nur einen Normalteiler der
Ordnung 256, so dass die Urbilder von NV identifiziert sind, bezeichne sie mit 2.N < 2.Uy,
2.N < 2.Us und 22.N < 22.Uy, wobei N = N.

Mittels der Potenzabbildungen einer Gruppe koénnen die Elementordnungen bestimmt wer-
den. Somit kann die Anzahl der Elemente der Ordnung 1, 2 und 4 von 2.N ermittelt werden.
Ein Vergleich mit den Gruppen der Ordnung 128, die mit einer Cy eine zentrale Erwei-
terung einer elementar-abelschen Gruppe der Ordnung 2¢ bilden, zeigt, dass 2.N von der
Struktur 2}|_+6 ist.

Alle Elemente von 2.V \ {1} haben hingegen Ordnung zwei. Also ist 2.N elementar-abelsch
(siehe zum Beispiel (1.13) in [Asc00]); insgesamt ist daher 2.N = 27 = 2 x 206, Wegen
2.Uy/2.N = Uy/N =2 Ag ist 2.U; von der Struktur 27.Ag.

Nach Bemerkung (6.2) und Lemma (6.1)(b) ist schlieflich 22.N = 2 x 2476 und folglich hat
22.U; die Struktur (2 x 21+%). As.

Damit sind alle Fragen fiir das Tripel Uy, Us und Ug beantwortet.

Bei dem Tripel Uy, Ug und Ug kann wie beim ersten Tripel vorgegangen werden.

Analog zu Uy, Us, Ug konnen die Tafeln und Fusionen bei den Tripeln Uyg, Ui1, Uiz und
Uis, Ug, U7 berechnet werden, wobei von diesen Gruppen und ihren Erweiterungen keine
Tafeln in der GAP-Bibliothek enthalten sind, so dass keine Anpassung an die Bibliothek
noétig ist.
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Lediglich die Strukturanalyse ist zugeschnitten auf die jeweiligen Gruppen, so dass sie im
Folgenden auch fiir die letztgenannten Tripel durchgefiihrt wird, um die Ergebnisse der
Tabelle 6.2 zu erhalten.

Betrachte zunéchst das Tripel Uyg, U11, Uqa.

Seien V 1=V} 1= Uy(2) < Uyg, Vo < Upp und Vi < Ujg, wobei Vo = V3 = V. Seien 2.V,
2.V, und 2.V3 die zugehorigen Urbilder in 2.Usg, 2.U1; beziehungsweise 2.U1o. Sei 22.V das
Urbild von V in 22.G. Nach [CCN*103] ist M (Uy(2)) =& Cy, wegen Satz (2.3) ist dem-
nach 2.V; 2 2 x V oder 2.V; 2 2.V, wobei 2.V die Darstellungsgruppe von V ist. Nach
[CCNT03] ist 2.Uy1 = 2.Uys. Folglich ist 2.V5 = 2.V3. Falls 2.V, & 2x V = 2.V3 wiire, so wiire
22.V 2 2 x 2 x V nach Bemerkung (6.2) und Lemma (6.1)(c). Dies ist aber nicht moglich,
da es keine Tafelfusionen von C1(V') nach C1(22.G) gibt. Also ist 2.Vo = 2.V = 2.V3. Es ist
jedoch 2.V} =22 x V, weil keine Tafelfusionen von C1(2.V) nach C1(2.Ujg) existieren. Nach
Bemerkung (6.2) und Lemma (6.1)(b) ist daher 22V 222 x 2.V,

Das Urbild von 3 x V' < Uyg in 22.Uyg ist nach Satz (2.1) isomorph zu N := 3 x 2 x 2.U4(2).
Folglich ist 22.U;p von der Struktur N.2. Dies kann noch etwas genauer beschrieben wer-
den:

Wie oben erliutert, kénnen alle Normalteiler von 22.U;g der Ordnung |N| in der berechne-
ten Tafel tb1(22.U10) identifiziert werden. Es gibt drei solche Normalteiler Ny, No und Nj.
Fiir N; gibt es eine Involution (i) € 22.Uyo \ N; fiir alle 4 = 1,2,3. Somit haben alle N;
ein Komplement in 22.Uyg. Insbesondere kann dies auch fiir N gefolgert werden, ohne den
Normalteiler N; € {Ni, No, N3} mit N; = N zu bestimmen. In der Notation von [CCNT03]
driickt sich dies in einem Doppelpunkt aus: Man schreibt 22.U7 ist von der Struktur N : 2.
Daraus und aus der Struktur der 2.V; folgt, dass die Gruppen 2.Uy; und 2.Uys die Struktur
(3 x 2.U4(2)) : 2 haben, wihrend 2.Ujo von der Struktur (3 x 2 x Uy(2)) : 2 ist.

Betrachte nun das letzte Tripel Uys, Uig, Uyr.

Nach [CCN+03] ist 2.U16 = 2.U17. Seien V := V1 = ./45 X ./45 < U15 und V2 < U16 mit
Vo =2 V. Seien 2.V; und 2.V die zugehorigen Urbilder in 2.U;s5 beziehungsweise 2.Uqg.
Wegen Bemerkung (1.34)(b) und Satz (2.3) sind die 2.V; entweder isomorph zu 2 x A5 X A5
oder sie sind, falls sie kein direktes Produkt sind, von der Struktur 2.(A; x As) oder
2. A5 x As, wobei 2.A45 die Darstellungsgruppe von Aj ist. Da es keine Tafelfusionen von
Cl(2.A45) nach C1(2.U;5) gibt und Gruppen der Struktur 2.(As x As) und 2.A45 x Aj eine
Untergruppe der Form 2.A5 haben, ist 2.V] = 2 x A5 X As. Damit ist 2.Uy5 von der Struktur
(2 x Az x As).22; sie kann aber auch noch anders beschrieben werden:

Wie bei Uy, Us, Ug untersucht man 2.U;5 beziiglich Normalteiler und stellt fest, dass es in
2.U15 nur einen Normalteiler der Ordnung 3600 gibt, womit A5 x As identifiziert ist. Mit
GAP kann die Tafel von 2.Uj5/(As X Ajs) berechnet werden; sie ist zu der von Coy x Cy
isomorph. Da es nur eine Gruppe mit dieser Tafel gibt, ist die in Tabelle 6.2 angegebene
Struktur von 2.U75 verifiziert.

In einer Gruppe der obigen Struktur 2.45 x Ay ist Ajs eine charakteristische Untergruppe.
Ebenfalls ist A5 x A5 charakteristisch in 2x As x As. Da es in 2.U;6 weder einen Normalteiler
der Ordnung 60 noch 3600 gibt, ist 2.V, von der Struktur 2.(As x As).

Die Struktur von 22.Uj5 folgt aus dem Bisherigen und Bemerkung (6.2) sowie Lemma

(6.1)(b).
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6.4 Us(2)

Dieser Abschnitt erklért, wie Tafeln und zugehorige Fusionen der maximalen Untergruppen
der Schurschen Erweiterungen der einfachen Gruppe Ug(2) bestimmt werden kénnen.

Die Vorgehensweise ist dabei analog zu der bei den Untersuchungen zu den Gruppen O7(3)
und O; (2) in den vorangegangen Abschnitten 6.1 und 6.3. Es werden zunéchst Informatio-
nen zu Ug(2) gegeben, wobei vor allem Parallelen zu O; (2) offenbar werden. Anschliefend
wird beschrieben, wie die Fragen aus Abschnitt 1.4 fiir die einzelnen maximalen Unter-
gruppen beantwortet werden kénnen.

6.4.1 Uberblick

Informationen zu Ug(2) finden sich in [CCNT03], Seite 115. Es gibt 16 Konjugiertenklassen
maximaler Untergruppen in Ug(2). Der Multiplikator M von Ug(2) ist das direkte Pro-
dukt einer Kleinschen Vierergruppe und einer zyklischen Gruppe der Ordnung drei, etwa
M = (z1,22) x C3, wobei z3 := 2129 und Z; := (z;) = C5. Gehe analog zu Oé"(2) in Ab-
schnitt 6.3.1 vor:

Sei ® die Darstellungsgruppe von U (2). Weiter seien (&;, M/Z;),i = 1,2,3, und (9, M/C3)
sowie (9;, M/(Cs x Z;)), i = 1,2,3, und (R, M/(Z; x Z3)) die iibrigen Schurschen Erwei-
terungen von Usg(2).

Somit kann & als eine Schursche Erweiterung von f um die Kleinsche Vierergruppe 21 x Zs
aufgefasst werden. Fiir OF (2) anstelle von & und 22.04 (2) anstelle von & entspricht dies
der Situation bei Og (2). Analog entstehen die Gruppen ®; durch Herausfaktorisieren von
Z; aus &. Zusiétzlich gibt es die Moglichkeit, Faktorgruppen modulo C3 X Z; zu betrachten,
was zu den §); fiihrt.

Man kann dies auch ,,umgekehrt“ sehen und & als eine Schursche Erweiterung von $ durch
('3 auffassen, wihrend §) eine Schursche Erweiterung von Ug(2) durch eine zu Z; x Z3 iso-
morphe Gruppe ist.

Nach [CCN*03] existiert wie bei Og (2) ein #uBerer Automorphismus « von &, der die Z;
zyklisch permutiert, etwa «(Z1) = Zs, a(Z3) = Z3 und a(Z3) = Z;. Durch a wird ein
Isomorphismus induziert, der die &; und die H; jeweils aufeinander abbildet, so dass es in
beiden Fillen geniigt — man vergleiche die Situation zu der bei O; (2) — jeweils nur eine
Gruppe der &; beziehungsweise §); zu betrachten. Diese werden wie in [CCNT03] und in
GAP mit 6.Us(2) beziehungsweise 2.Ug(2) bezeichnet. Ebenfalls [CCNT03] und GAP folgend
werden fiir ® sowie $ und £ die Schreibweisen (22 x 3).Us(2) beziehungsweise 22.Us(2) und
3.Us(2) verwendet.

Nun wird sich den maximalen Untergruppen zugewandt:

Sei (U, 4l) ein Paar maximaler Untergruppen von Ug(2) und &.

Wie bei Of (2) gibt es zwei Sorten von maximalen Untergruppen der Ug(2): Ist U < Ug(2)
maximal, so gibt es entweder

(a) nur eine Konjugiertenklasse des Isomorphietyps U oder

(b) drei Konjugiertenklassen des Isomorphietyps U, wobei die Urbilder dieser Klassen in
® durch a aufeinander abgebildet werden.
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Analog zu Of (2) kann man zeigen, dass es im Fall (a) in (2% x 3).Us(2), in 22.Us(2) und
in 3.Ug(2) ebenfalls nur eine Konjugiertenklasse vom Isomorphietyp der jeweiligen Erwei-
terungen von U gibt. Ein Vertreter von ihnen wird mit (22 x 3).U, 22.U beziehungsweise
3.U bezeichnet. Weiterhin folgt wie bei Og (2), dass die Urbilder von U in den &; und
$; jeweils alle isomorph sind. Daher reicht es aus, jeweils nur das Urbild zu betrachten,
das in 6.Ug(2) beziehungsweise in 2.Ug(2) enthalten ist. Entsprechend werden sie mit 6.U
beziehungsweise 2.U bezeichnet.

Auch im Fall (b) gehe analog zu Og (2) vor und fiihre die entprechende Notation ein. Seien
= 4, 892 und U3 Vertreter der Konjugiertenklassen des Isomorphietyps von i, so dass
a(Wl) = 42, a(U?) = U3 und a(U3) = U! gilt. Die korrespondierenden Untergruppen in G
seien mit U' := U, U? und U? bezeichnet.

Da « die zentralen Untergruppen C3 < M und Z7 X Zy < M invariant lasst, sind ebenfalls
die Urbilder der U’ in 22.Ug(2) beziehungsweise in 3.Ug(2) isomorph zueinander.

Wie bei OfF (2) gibt es zu jedem U’ die Erweiterungen mit einer der Gruppen Z; x Cs;
beziehungsweise kénnen aus allen / alle Z; herausfaktorisiert werden. Analog kann gezeigt
werden, dass es ausreicht, von diesen neun Erweiterungen lediglich drei zu betrachten,
indem aus einem festen ¥/ die Z; herausfaktorisiert werden, oder aus den $4/ ein festes
Z; herausfaktorisiert wird. Oder anders gesehen, geniigt es die Schurschen Erweiterungen
der drei U7 durch eine feste Gruppe Z; x Cs zu betrachten, etwa die Erweiterungen, die
in 6.Us(2) enthalten sind. Bezeichne sie entsprechnend mit 6.U', 6.U2 und 6.U3. Wie im
nichsten Abschnitt gezeigt wird, kann es dabei durchaus vorkommen, dass die 6.U° nicht
isomorph sind.

Analoges kann fiir die Urbilder in 2.Ug(2) gezeigt werden, indem die Faktorgruppen der {4/
nach den Z; x C3 analysiert werden. Schreibe fiir sie daher 2.U', 2.U? und 2.U3. Auch hier
sind die 2.U% im Allgemeinen nicht isomorph.

Wie bei Of (2) geniigt es also in beiden Féllen (a) und (b), lediglich das Urbild von U in
2.Us(2) und 6.Ug(2) zu betrachten. In der Tabelle 6.3 sind Informationen zu den Vertretern
der Klassen maximaler Untergruppen von Ug(2) bereitgestellt. Es werden die Gruppen
der Grofle nach mit Uy bis Uyg bezeichnet. Von ihnen und von den korrespondierenden
Untergruppen in den Schurschen Erweiterungen wird die Struktur angegeben, sowie ihr
Index in Ug(2) beziehungsweise in den entsprechenden Erweiterungen.

Auf den nachfolgenden Seiten werden diese Ergebnisse erldutert.

6.4.2 Die maximalen Untergruppen

Es gelten die Bezeichnungen aus Abschnitt 6.4.1.

Von G := Ug(2), von 2.G := 2.Us(2), von 3.G := 3.Ug(2), von 22.G := 22.Us(2), von
6.G' := 6.Us(2) und von (2% x 3).G' := (22 x 3).Us(2) sind in der GAP-Bibliothek Tafeln
tbl(G), tbl(2.G) und so weiter enthalten.

Auch sind in der Bibliothek Faktorfusionen zwischen den Tafeln gespeichert, jedoch sind
die Fusionen f; : (22 x 3).G — 3.G, fo: (22 x 3).G — 6.G' und f3 : 6.G — 3.G nicht
kompatibel, das heifit es ist fi # f3 o fo. Daher wird f; durch f1 := fs0 fo ersetzt und ins-
besondere wird f; als Faktorfusion zwischen C1((22 x 3).G) und CI(3.G) als Grundlage zur
Bestimmung der zugehorigen Faktorfusionen der entsprechenden Untergruppen verwendet.
Alle iibrigen Faktorfusionen sind zueinander und zu fl kompatibel.
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Name Struktur Index | in 2.Us(2) in 3.Us(2)
Uy Us(2) 672 2 x Us(2) 3 x Us(2)
U, 248 1 Uy (2) 693 2.U, 3x Uy
Us 29 : L3(4) 891 2.Us 3.Us
U4 U4(3) : 22 1408 2 X U4(3) : 22 31.U4(3) : 22
Us Uy(3) : 29 1408 2.U4(3) : 29 31.U4(3) : 29
Us Uy(3) : 29 1408 2.U4(3) : 29 31.U4(3) : 29
Uy | 241883 x A5 | 6237 2.Uy 3 x 2418 1 S5 x As
Us 56(2) 6336 2 x 56(2) 3 X 56(2)
Ug 56(2) 6336 2 x 56(2) 3 X 56(2)
Uio 56(2) 6336 2 x 56(2) 3 X 56(2)
U11 M22 20736 2 X M22 3.M22
Ui Moo 20736 2.Mog 3.Mog
Uis Moo 20736 2. Moo 3. Moo
U4 S3 x Uy(2) 59136 | 2 x S3 x Uy(2) 3 x 83 x Uy(2)
Uss 314,127 3] 98560 2.Uys 3.Uss
Uis L3(4):2; 98560 2.L3(4).2y 3.L3(4).2,

Name in 6.U5(2) in 22.Us(2) in (22 x 3).Us(2)
Ux 6 x Us(2) 2 x2xUs(2) 2 x2x3xUs(2)
Us 3 x 2.Uy 22.U, 3 x 22.Uy
U3 6.U3 22.U3 (3 X 22).U3
U4 2 X 31U4(3) : 22 2 X 2U4(3) : 22 2 X 61U4(3) : 22
Us 61.U4(3) : 29 2 x 2.U4(3) : 29 2 % 61.U4(3) : 29
U6 61U4(3) : 22 2 X 2U4(3) : 22 2 X 61U4(3) : 22
Uz 3 x 2.Uy 22.Uy 3 x 22.U7
Us 6 x S6(2) 2 x 2 x 56(2) 2 x2x3x 856(2)
Uyg 6 x S6(2) 2 x 2 x 54(2) 2 x 2 x3x S6(2)
Uio 6 x S6(2) 2 x 2 x 56(2) 2 x2x3x 8S6(2)
U11 2 X 3.M22 2 x 2.M22 2 x 6.M22
U12 6.M22 2 X 2.M22 2 % 6.M22
U13 6.M22 2 x 2.M22 2 x 6.M22
Uiy 6xXS3xUs(2) | 2%x2x83xUy(2) | 2%x2x3xS83xUy(2)
U15 6.U15 22.U15 (22 X 3).U15
Uss 6.L3(4).2; 22.L3(4).2, (22 x 3).Usg

Tabelle 6.3: Maximale Untergruppen von Ug(2) und ihre Erweiterungen
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Weiterhin sind bei [Wil] von G und allen Schurschen Erweiterungen kompatible Erzeuger
im Sinne des Verfahrens (4.10) vorhanden, die in GAP eingelesen werden kénnen. Ebenfalls
bei [Wil] gibt es beziiglich der Erzeuger von G Straight-Line-Programme zur Erzeuger aller
maximalen Untergruppen von G.

Zur Bestimmung der Tafeln der maximalen Untergruppen von G ist nun ein erster Gedanke,
mit dem Verfahren (4.10) eine Darstellung von (22 x 3).U zu gewinnen und von ihr mittels
CharacterTable eine Charaktertafel zu berechnen. Dies ist jedoch sehr rechenaufwendig,
so dass rechengiinstigere Alternativen gefragt sind. Eine Moglichkeit besteht darin, mittels
des Verfahrens (4.10) Darstellungen von 3.U und 6.U zu erzeugen und zunéchst von die-
sen kleineren Gruppen die Tafeln zu berechnen. Anschlieend kénnen auf sie die Funktion
PossibleCharacterTablesOfTypeV4G angewendet werden, um eine Tafel von (22 x 3).U
zu erhalten. Hierbei kommt erneut die Analogie zu O; (2) zum Tragen, vergleiche die Be-
trachtungsweisen von & zu Beginn von Abschnitt 6.4.1 und die Ausfiihrungen zu Of (2) in
Abschnitt 6.3.2.

Dabei kann weiterer Rechenaufwand gespart werden, wenn anstatt der Tafel von 6.U le-
diglich eine Tafel von 2.U berechnet wird. Eine Tafel von 6.U kann dann wie in Abschnitt
5.3 beschrieben bestimmt werden. Siehe dazu auch das Vorgehen bei O7(3) in Abschnitt
6.1.4.

Oft geht es auch einfacher: Bei vielen Untergruppen — siehe die nachfolgenden konkre-
ten Ausfithrungen zu den einzelnen Untergruppen oder die Tabelle 6.3 — kann theoretisch
oder rechnerisch geschlossen werden, dass 3.U = 3 x U gilt. Wegen Satz (2.1) ist dann
(22 x 3).U = 3 x 22.U, und die Tafel kann als direktes Produkt der einzelnen Tafeln kon-
struiert werden, womit lediglich eine Tafel von 22.U berechnet werden muss.

Zur Bestimmung der zugehorigen Fusionen werden die Methoden aus Abschnitt 5.1 ver-
wendet; ebenfalls treten Gemeinsamkeiten zu Og (2) und O7(3) auf. Bei den einzelnen
Untergruppen wird der Vorgang erlauert.

Nun werden die konkreten Untergruppen betrachtet, wobei zunéchst die vom Typ (a) aus
Abschnitt 6.3.1 untersucht werden.

Die erste maximale Untergruppe Uy < Ug(2)

Nach [CCNT03] ist U; = Us(2) einfach mit trivialem Multiplikator, so dass sich wegen
Satz (2.5), Lemma (6.1)(b) und Satz (2.1) die Erweiterungen von U; wie in Tabelle 6.3
ergeben. Thre Tafeln kénnen leicht ermittelt werden, da eine Tafel von U; bereits in der
GAP-Bibliothek archiviert ist, vergleiche die allgemeinen Erlduterungen in Abschnitt 5.1.

Aufwendiger ist es, die zugehorigen Fusionen zu bestimmen.

Eine Fusion fusg1 ist schon in der Bibliothek gespeichert. Aus einer Fusion CI(2 x 2 x 3 x
U;) — CI((2%2 x 3).G) und den Faktorfusionen zwischen U; und seinen Erweiterungen
ergeben sich analog zu den Ausfiihrungen (a)(ii) in Abschnitt 5.1 alle weiteren Untergrup-
penfusionen, jedoch ist es sehr aufwendig, eine Fusion C1(22 x 3 x U;) — CI((2% x 3).G)
zu berechnen.

Daher wird schrittweise vorgegangen: Faktorfusionenen fusgigig; v, und fusg’igi 3xU, €rge-

ben sich durch Herausfaktorisieren der zentralen Untergruppen Cs beziehungsweise Z1 X Zs.
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Wie in Abschnitt 5.1 ausgefiihrt und schon bei den bisherigen Beispielen gesehen, werden
zunéchst zu fusg1 kompatible Fusionen fus%‘XGU1 und fus%zx'g;X v, berechnet. Dadurch werden
weitere Kompatibiltitsbedingungen an eine Fusion C1(2 x 2 x 3 x U;) — CI((22 x 3).G)
gestellt, so dass sie nun ermittelt werden kann. Es kann sogar gezeigt werden, dass sie
durch fusg'XGU1 und fus%i'g;xUl bereits eindeutig festgelegt ist, vergleiche [Bre0O4a] und das
Vorgehen zu Bestimmung einer Fusion fusy& in Abschnitt 5.3, Seite 53.

Fiir Untergruppenfusionen Cl(6 x U;) — Cl(6.G) und Cl(2 x U;) — Cl(2.G) miissen
zunéichst Faktorfusionen C1(2x2x3xU;) — Cl(6xU;) und C1(2x2x3xU;) — Cl(2xUy)
bestimmt werden. Dabei ergibt sich wie bei O; (2) das Problem, welche der Gruppen
Z; beziehungsweise C3 x Z; aus 22 x 3 x U; herausfaktorisiert werden soll: Die Biblio-
theksfusion fus?ég;xg)_G bildet die beiden (22 x 3).G-Konjugiertenklassen [1,2] auf die 6.G-
Konjuglertenklassen mit dem Einselement ab. Ist x die 6.U;-Konjugiertenklasse, die unter

fuséi;jg’fw auf die (22 x 3).G-Konjugiertenklasse 2 abgebildet wird, so erhilt man die

Faktorfusion fusgxgi 3%, » indem aus thl(2 x 2 x 3 x Uy) die Klassen [1, ] herausfaktorisiert

werden. Damit ist analog zu den Abschnitten 3.1 und 3.2 die Fusion fus6xU Cl(6xU;) —

C1(6.G) durch die Gleichung fus&5 U, © fusgigxgx U, = fus(éz «3).G © fusgj;j ?)) XG v, eindeutig be-

stimmt.

Eine Faktorfusion fusgizU; 3xy, ergibt sich aus der Verkettung der bereits ermittelten Fusion

2x2x Uy : 2xU; xUp
fusylo5sxy, mit fusylys - Letztere erhélt man analog zu der Faktorfusion fus2 XoX3x -

Die iibrigen Faktorfusionen ergeben sich ohne Probleme durch Faktorbildung nach den
entsprechenden Untergruppen von M.
Damit sind alle Fragen zu U; beantwortet.

Die zweite mazimale Untergruppe Us < Ug(2)

Nach [CCNT03] ist Uy(2) einfach und M (Uy(2)) = Co. Wegen Korollar (2.9) und Satz (2.1)
ist daher 3.Uy = 3 x U beziehungsweise (22 x 3).Us =2 3 x 22.Us.

Mittels des Verfahrens (4.10) ldsst sich wie bei vielen Untergruppen von 2.0; (2) eine
Darstellung von 22.U; gewinnen; aus ihr kann eine Charaktertafel tbl(22.U3) berechnet
werden.

Daraus ergibt sich auch eine Tafel von 3 x 22.U,. Eine Faktorfusion fusgxg2 kann wie
gewohnt berechnet werden, jedoch ist |Z(Uz)| = 24, so dass zunichst nicht klar ist, welche
der zentralen 2-Elemente von 3 x 22.Uy die zu Z; x Zy isomorphe Untergruppe bilden.
Vergleiche hierzu den Punkt (b) in Abschnitt 5.1.

Allerdings geniigt bei dieser Untergruppe die Fusion fu522 Us (sie kann mit den Methoden

(22x3).G

33220, 2l berechnen; eine Fusion Cl(3 x

aus 5.1 gewonnnen werden), um eine Fusion fus
Us) — CI(3.G) ist nicht nétig.

Die (3 x 22.U)-Klassen, die unter fusgj;z‘%f auf diejenigen zentralen (22 x 3).G-Klassen
abgebildet werden, deren Elemente Ordnung 2 haben, bilden mit dem Einselement die zu
Z1 X Zg isomorphe Untergruppe.

Damit kénnen, wie in Abschnitt 5.1 und wie bei U; beschrieben, alle weiteren Fusionen und
Tafeln bestimmt werden. Es stellt sich heraus, dass sie alle noch nicht in der GAP-Bibliothek

gespeichert sind.
Die dritte mazximale Untergruppe Us < Ug(2)

Samtliche Tafeln und Fusionen sind bereits bestimmt und in der Bibliothek vorhanden.
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Die siebte maximale Untergruppe U; < Ug(2)

Mit dem Verfahren (4.10) kénnen Darstellungen von 22.U; und 3.U; gewonnen werden,
wobei sich 3.U7 2 3 x Uy zeigt. Da auch eine Tafel tbl(22.U;) berechnet werden kann, liegt
die gleiche Situation wie bei Us vor. Es wird eine Tafel von 3 x 22.U; konstruiert. Nun ist

jedoch |Z(Ur)| = 12 und folglich Z(Ur) = M, so dass beide Faktorfusionen fuséiggﬂ7 und

fusg'ngz'U7 eindeutig aus Z(Ur) bestimmt sind. Daher kann mit weniger Rechenaufwand als
2
bei Us eine Fusion fusézx;z%f bestimmt werden, vergleiche die Ausfithrungen zu U;. Der

Rest ist nun wieder analog zu Uy beziehungsweise Uj.
Die 14. maximale Untergruppe Uiy < Ug(2)

Mit Hilfe von Verfahren (4.10) werden Darstellungen von 2.Uj4 und 3.U4 erzeugt, wobei
sich 2.Uy4 & 2 x Uy und 3.Uy4 = 3 x Uyy herausstellt. Wegen Lemma (6.1)(b) ist daher
auch 22.U14 = 2 x 2 x Uyy. Somit verliuft alles Weitere analog zu U .

Die 15. maximale Untergruppe Uys < Us(2)

Eine Permutationsdarstellung von (22 x 3).Uys liisst sich durch das Verfahren (4.10) erzeu-
gen. Nach Burnside’s p®qP-Theorem, siehe [Isa76], Theorem 3.10, sind U;5 und die korre-
spondierenden Untergruppen in allen Erweiterungen von Ug(2) auflésbar. Um fiir auflésbare
Gruppen mittels CharacterTable eine Charaktertafel zu ermitteln, ist es vorteilhaft, mit
einer polyzyklischen Prisentation der Gruppe zu rechnen. N#here Informationen finden
sich in [GAPO5, Reference Manual, Chapter Pc Groups].

Die Permutationsdarstellung von (22 x 3).U;s wird daher entsprechend umgewandelt und
anschliefend kann in kurzer Zeit eine Tafel von (22 x 3).U;5 berechnet werden. Man stellt
fest, dass (22 x 3).Uys kein direktes Produkt ist.

Um eine Fusion C1((22 x 3).U5) — C1((2? x 3).G) zu bestimmen, gehe wieder schrittweise
vor und bestimme analog zu oben zunichst Tafeln tbl(3.U;5) und tbl(22.U;5). Eine Fusion
fus%ﬁls kann ohne Probleme berechnet werden; jedoch gibt es zwei wesentlich verschiedene
Fusionen fi, fo : C1(22.U15) — C1(22.G).

Ahnlich wie bei der dreizehnten maximalen Untergruppe von O; (2), siehe Seite 75, kann
versucht werden, mit Brauercharakteren eine der Fusionen f; und fo auszuschlieflen; auch
hier wollen wir nur die Idee skizzieren: In der GAP-Bibliothek ist eine 3-modulare Brau-
ercharaktertafel von s := tbl(22.G) archiviert. Von ¢ := tbl(22.U;5) kann eine 3-modulare
Brauercharaktertafel berechnet werden. Die Brauercharaktertafeln induzieren Abbildungen
ts : Cly(22.G) — C1(22.G) sowie 1, : Cly/(22.U5) — C1(22.U5). Mit GAP kann nun nach-
gerechnet werden, dass fiir i € {1,2} eine Abbildung fs : Cly(22.U15) — Cl3(22.G) mit
Lso fz = f;ou existiert, die die Eigenschaft hat, dass die Einschrinkungen der irreduziblen
3-modularen Brauercharaktere von 22.G vermoge fs irreduzible 3-modulare Brauercharak-
tere von 22.U;5 sind.

Wiire dies fiir ein 79 € {1, 2} nicht der Fall gewesen, so wire f;, als Kandidat fiir die Fusion
Cl1(22.U35) — Cl1(22.G) ausgeschieden. Mit diesem Ergebnis kann jedoch nicht zwischen
f1 und f5 entschieden werden.

Ein anderer Versuch, eine Fusion C1(22.U5) — CI1(22.G) zu bestimmen, verwendet, dass
22.Uy5 explizit als Untergruppe von 22.G vorliegt. (Sie kann sowohl iiber (22 x 3).U;5 mo-
dulo der zentralen Untergruppe C3 berechnet werden, als auch mit dem Verfahren (4.10)
konstruiert werden.) Es konnen in der Darstellung von 22.G die Konjugiertenklassen von
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22 U5 und 22.G berechnet werden. Bestimme anschlieBend Konjugiertenklassenvertreter
von 22.U;5 und teste in welcher 22.G-Konjugiertenklasse sie liegen. Auf diese Weise erhilt
man eine Fusion f von C1(22.U;5) nach C1(22.G), wobei es aber keine Zuordnung zwischen
den Spalten der berechneten Tafel von 22.G und denen der Bibliothekstafel tbl(22.G) gibt.
Eine Idee ist nun, eine Tafel von 22.G zu berechnen und anschlieBend einen Tafelisomorphis-
mus ¢ zwischen dieser Tafel und der Bibliothekstafel tbl(22.G). Die Verkniipfung ¢o f wire
dann eine gewiinschte Fusion in Bezug auf die Bibliothekstafel tbl(22.G). Das Problem ist
jedoch, dass keine Tafel von 22.G berechnet werden konnte, so dass auch dieser Versuch im
Rahmen der vorliegenden Arbeit erfolglos blieb und keine Fusion C1(22.U;5) — C1(22.G)
ermittelt werden konnte.

Die 16. maximale Untergruppe Uy < Ug(2)

Mittels des Verfahrens (4.10) kénnen von allen Urbildern von Uyg Darstellungen und dar-
aus Tafeln gewonnen werden. Dabei stellt man fest, dass von allen Erweiterungen aufler
(22 x 3).U Tafeln sowie die Fusion fusg16 schon in der GAP-Bibliothek enthalten sind;
lediglich die tibrigen Fusion sind noch zu bestimmen.

Dabei stot man jedoch auf das gleiche Problem wie bei Uys; wihrend sich eine fus%ﬁl s
eindeutig bis auf Operation von Tafelautomorphismen berechnen ldsst, gibt es zwei wesent-
lich verschiedene Fusionen C1(22.U6) — CI1(22.G).

Wie bei Uy bleiben analoge Untersuchungen mit den in der GAP-Bibliothek archivierten
3-, 5- und 7-modularen Brauercharaktertafeln von 22.G' beziehungsweise 22.U;g zur Aus-
wahl der Fusionen erfolglos. Da wie schon bei U;s erwihnt, keine Tafel von 22.G berechnet
werden konnte, konnte auch mit Hilfe der expliziten Darstellungen der Gruppen 22.U;g
und 22.G keine zu der Bibliothekstafel tbl(22.G) passende Fusion bestimmt werden, so
dass auch in diesem Fall die Frage der Fusionen nicht entschieden werden konnte.

Betrachte nun die iibrigen Untergruppen, die vom Typ (b) aus Abschnitt 6.4.1 sind: Sie
lassen sich einteilen in drei Tripel von Untergruppen eines Isomorphietyps, die nicht zuein-
ander konjugiert sind; ihre Urbilder in (22 x3).Us(2) werden durch a aufeinander abgebildet.
Der von « induzierte Tafelautomorphismus & ist niitzlich zur Bestimmung der Fusionen,
siehe Abschnitt 5.2.

Vergleiche wieder die analoge Siuation bei Og (2) in Abschnitt 6.3.2, zu der es viele Par-
allelen gibt: Um & rechnerisch zu erzeugen, bestimme mittels Automorphisms0fTable die
Tafelautomorphismen von tbl((22 x 3).G). Es gibt genau zwei zueinander inverse Tafelau-
tomorphismen der Ordnung drei, so dass fiir & einer von diesen ausgewéhlt werden kann.
Fiir 6.Us(2) und 2.Us(2) existiert so ein Gruppenautomorphismus jedoch nicht. Dies kann,
wie schon in Abschnitt 6.4.1 erwihnt, zur Folge haben, dass analog zu Og (2) die korre-
spondierenden Untergruppen eines Tripels in 6.Ug(2) und 2.Us(2) unterschiedliche Struktur
haben.

Der Spezialfall, der in Lemma (6.1) formuliert ist, leistet auch hier wertvolle Dienste.

Die drei Tripel werden nun genauer untersucht. Beginne mit dem mittlerem.

Ug = Uy = Uyp < Us(2)

Nach [CCNT03] ist Ug = Sg(2) einfach mit M(Sg(2)) = Cy, so dass 3.U; = 3 x U; fiir
i =8,9,10 nach Satz (2.5) gilt.
Das Verfahren (4.10) benutzend, kénnen wir Darstellungen der 2.U; gewinnen, wobei 2.U; =
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2 x U; fiir i = 8,9, 10 folgt. Wie in Abschnitt 6.4.1 bemerkt, sind die Untergruppen 22.U;
von 22.Ug(2) isomorph zueinander. Sei 22.U eine der Gruppen 22.U;. Nach Bemerkung
(6.2) und Lemma (6.1)(b) sowie Satz (2.1) sind auch die iibrigen Erweiterungen der U;
direkte Produkte. Insbesondere sind fiir alle Erweiterungen & die Tafeln tbl(k.U;) fiir alle
i =8,9,10 gleich; bezeichne einen Vertreter auch mit tbl(k.U).

Bevor die zugehorigen Fusionen bestimmt werden, untersuche die Erweiterungen der bei-
den anderen Tripel.

U = Use = Ui < Us(2)

Es ist U; & My, einfach mit M (Mag) = Cio fiir ¢ = 11,12,13. Mit Hilfe des Verfahrens
(4.10) kann wie bei den vorherigen Beispielen hergeleitet werden, dass 2.U1; = 2 X My
gilt und die Erweiterungen 2.U1o = 2.U13 & 2.Mos sowie 3.U; = 3.Myo fiir ¢ = 11,12,13
Schursch sind. Daraus ergibt sich 6.U17 2 2 x 3.Uy; wie in Satz (2.8) und 6.Uy =2 6.Uy3 =
6.Mas ist ebenfalls Schursch, da die korrespondierenden Erweiterungen in 2.Ug(2) und
3.Ug(2) Schursch sind. Nach Bemerkung (6.2) und Lemma (6.1)(b) folgt 22.U; = 2 x 2. Mas.
Indem Bemerkung (6.2) und Lemma (6.1)(b) auf die 3.U; und 6.U; angewandt wird, kann
(22 x 3).U; =2 2 x 6.May geschlossen werden.

Die Tafeln der Schurschen Erweiterungen sind dabei schon in der GAP-Bibliothek enthal-
ten, wiahrend die Tafeln der direkte Produkte aus ihnen konstruiert werden kénnen.

Uy = Us = U < Ug(2)

Analog zu dem Tripel Uyq, Ui, Uiz konnen die Tafeln der Erweiterungen der Gruppen
Uy, Us, Ug bestimmt werden. Dabei stellt sich heraus, dass alle Tafeln aufier tbl((22 x 3).U)
bereits in der GAP-Bibliothek gespeichert sind.

Die zugehorigen Fusionen kénnen bei den obigen drei Tripel prinzipiell nach einen Schema
bestimmt werden, das im Folgenden angegeben wird. Dabei ist U' € {Uy, Ug, U1}, U? €
{Us, Uy, U2} und U® € {Us, Urg, Ur3}-

Die Fusion fusgl ist in der Bibliothek gespeichert. Das weitere Vorgehen sieht wie folgt
aus:

G . . 3.G . 22.G
(a) Berechne zu fusUl kompatible Fusionen fus3.U1 sowie fuszg.Ul.

(22x3).G

(b) Mittels der Fusionen aus (a) bestimme die Fusion fus(22><3)_U1'

2 .G . 2 .G 2 .G
E§2§§;-U1 und erhalte so Fusionen fusgziggﬂz und fusgzigiﬂg.

Vergleiche hierzu Abschnitt 5.2 und die analoge Situation bei OF (2), etwa Seite 76.

(¢) Wende & an auf fus

(d) Die Faktorfusionen fus%;‘[izg)_w und fusf’;{;g)'w sowie fusggxg)'w sind fiir alle 7 €
{1,2,3} gleich, vergleiche die allgemeinen Beschreibungen in Abschnitt 5.2 sowie die
entsprechende Lage bei OF (2), Seite 76.

Bestimme sie durch Herausfaktorieren der zugehtrigen zentralen Untergruppen; ver-
gleiche mit der Untergruppe U; sowie mit den Untergruppen von O; (2).
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(e)

(f)

(2)

(h)

(22x3).G (22x3).G
(22x3).02 Und fus, 5,

bestimme Untergruppenfusionen fusk ;2 und fusk gs fiir k = 22 3.1. Siehe hierzu
Abschnitt 5.2.

Aus fus sowie den unter (d) gewonnenen Faktorfusionen,

Bestimme Untergruppenfusionen fusgjgi und zugehorige Faktorfusionen fUS?élzji 3.1

Dazu miissen die Klassen der Z; aus tbl((2% x 3).U) herausfaktorisert werden, wo-
bei das Problem, fiir jedes ¢ das passende Z; zu finden, zu lésen ist. Vergleiche die
analoge Frage mit einem Tripel von Of (2), Seite 76f. Da bei den Ausfithrungen zur
Untergruppe Uy ermittelt wurde, dass die (22 x 3).G-Konjugiertenklassen [1, 2] unter
der Bibliotheksfusion fus?ég;xg).(; auf die 6.G-Konjugiertenklassen mit dem KEinsele-
ment abgebildet werden, kann analog zu O; (2) vorgegangen werden: Seien [k, ko, k3]
die Klassen innerhalb des Zentrums von tbl((2? x 3).U), deren Elemente Ordnung
zwei haben. Da o auf Z((22 x 3).G) operiert, wird jedes k; fiir [ € {1,2,3} unter

genau einer Fusion fus% DG auf die Klasse 2 in C1((22 x 3).G) abgebildet. Mittels

(22x3).U?
dieser Bijektion zwischen {fus ;ﬁg UZ} und {k1, ke, ks} definiere Tafeln 6t;, indem

aus tbl((2% x 3).U?) die Klassen [1, k;] herausfaktorisiert werden. Definiere weiter zu-
gehorige Faktorfusionen h; := fus(g;gX 3).Ui°
Gibt es bereits Tafeln tbl(6.U") der Gruppen 6.U", etwa Bibliothekstafeln oder Tafeln
die als Konstruktion von direkten Produkten gebildet wurden, so bestimme noch mit-
tels TransformingPermutationsCharacterTables Tafelisomorphismen ¢; : 6t; —
tbl(6.U Z) Damit sind fus?ég;?)).w := ¢; o h; die gesuchten Faktorfusionen gefunden.

Existieren keine Bibliothekstafeln der 6.U°, so kénnen die h; fiir die Faktorfusionen

gewihlt werden.

(22x3).G
(22x3).U?
gruppe 6.U; die Unterguppenfusionen fus6 i eindeutig bestimmt.

Somit sind durch fus6 Ui ofus(2zx3) Ui = fus?égxg)_G o fus wie bei der Unter-

Bestimme zueinander passende Fusionen fll82 Ui und fus%‘}_](;i. Dazu kann analog wie
in (f) oder wie bei OF (2), Seite 76, vorgegangen werden.

Ermittle alle iibrigen Faktorfusionen zwischen den Erweiterungen der U°.

Bei allen Punkten, insbesondere bei (h), ist auf die Kompatibilitéit der einzelnen Fusionen
zu achten. Daher ist gegebenenfalls das Einschalten von Tafelisomorphismen nétig, verglei-
che die analoge Situation bei OF (2), etwa Seite 78.

Wie oben erwéhnt, kénnen bei allen drei Tripeln gemé8 den Schritten (a) — (h) sdmtliche
Fusionen bestimmt werden, wobei bei den Untergruppen Uy, Us, Ug zu bemerken ist, dass

viele

Fusionen schon in der Bibliothek archiviert sind. Lediglich die Fusionen die von

Cl1((2% x 3).U) ausgehen sowie die Fusionen fus22 g, fir i =4,5,6 sowie fush-& v, firk=1,3

und ¢ = 5,6 und fus U, fiir k = 2,6 sind zu bestimmen. Die Rechnungen zeigen, dass nicht
alle Bibliotheksfusionen beibehalten Werden konnten, vergleiche Abschnitt 3.2. Es wurden
die Fusionen fusgf};, fusgj und fus3& U, ersetzt.

Damit sind alle Fragen zu den drei Tripeln beantwortet.
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6.5 Weitere Gruppen

Zum Abschluss werden die tibrigen Gruppen vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit
untersucht wurden. Dabei wurden keine Techniken benutzt, die nicht auch schon bei den
ausfithrlich behandelten Gruppen der vorherigen Abschnitte zur Anwendung kamen. Daher
werden wie zuvor die erzielten Ergebnisse in Tabellenform présentiert, jedoch wird auf
weitere Erklarungen verzichtet.

Der Multiplikator beziehungsweise die Darstellungsgruppe ist jeweils in der letzten Spalte
vermerkt. Fiir die Bezeichnung ,,Ic(S,)“ siehe die Ausfithrungen zur zehnten maximalen
Untergruppe von O7(3), Seite 63.

Fiir die Gruppen in den Tabellen 6.4 bis 6.16 konnte das ,,Brute-Force* Verfahren aus
Abschnitt 3.1 verwendet werden; bei den iibrigen Gruppen wurden die in dieser Arbeit
vorgestellten weiterfithrenden Verfahren benutzt.

Tabelle 6.4: Maximale Untergruppen von As und 2.A45

Untergruppen ‘ Index ‘ in 2. 45

Ay ) 2. A5
D1 6 2.Dqg
S3 10 2.83

Tabelle 6.5: Maximale Untergruppen von L3(2) und 2.L3(2)

Untergruppen ‘ Index ‘ in 2.L3(2)

Sy 7 1c(2.81)
Sy 7 1e(2.81)
7:3 8 2x7:3

Tabelle 6.6: Maximale Untergruppen von L(11) und 2.L5(11)

Untergruppen ‘ Index ‘ in 2.L5(11)

As 11 2.A;
As 11 2. A5
11:5 12 2% 11:5

D12 55 2-D12
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Tabelle 6.7: Maximale Untergruppen von L9(13) und 2.L5(13)

Untergruppen ‘ Index ‘ in 2.L5(13)

13:6
D1y
D

Ay

14
78
91
91

(2 x 13).6
2.D14
2.D12
2.Ly(3)

Tabelle 6.8: Maximale Untergruppen von L2(17) und 2.Ly(17)

Untergruppen | Index | in 2.L5(17)
17:8 18 2x17)8
Sy 102 1¢(2.8)
Sy 102 1e(2.5,)
Dsg 136 2.D13
Dis 153 2.Dyg

Tabelle 6.9: Maximale Untergruppen von L2(19) und 2.L5(19)

Untergruppen | Index | in 2.L5(19)
19:9 20 2x19:9

As 57 2. A5

As 57 2. A5

Do 171 2.D1g

Dsg 190 2.Dyg

Tabelle 6.10: Maximale Untergruppen von L2(23) und 2.L2(23)

Untergruppen | Index | in 2.L5(23)
23:11 24 2x23:11
Sy 253 I1c(2.84)
Sy 253 I1c(2.84)
Doy 253 2.Dgy
Doy 276 2.Das
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Tabelle 6.11: Maximale Untergruppen von L9(25) und 2.L9(25)

Untergruppen | Index | in 2.L9(25)
52112 26 (2 x 52).12
85 65 16(2.85)
Ss 65 1¢(2.85)
Dog 300 2.Dog
Doy 325 2.Doy

Tabelle 6.12: Maximale Untergruppen von L2(27) und 2.L2(27)

Untergruppen | Index ‘ in 2.L,(27)

3313 28 2x3%:13
Dog 351 2.Dog
Do 378 2.Dog
Ay 819 2.A4

Tabelle 6.13: Maximale Untergruppen von Ly(29) und 2.L2(29)

Untergruppen | Index | in 2.L5(29)
20 : 14 30 | (2x29).14

As 203 2. A5

As 203 2.As

Dog 351 2. Dag

Doyg 378 2.Dog

Tabelle 6.14: Maximale Untergruppen von L2(31) und 2.L2(31)

Untergruppen | Index | in 2.L5(31)
31:15 32 2x31:15
As 248 2. A5
As 248 2. A5
Dso 465 2.D39
D3 496 2.D3g
Sy 620 1e(2.54)
Sy 620 Ic(2.8y)




92 Beispiele und Ergebnisse
Tabelle 6.15: Maximale Untergruppen von Ag und 2.Ag
Untergruppen | Index in 2.Ag
Az 8 2. A7
23 : L3(2) 15 2143 1 [3(2)
23 : L3(2) 15 213 1 L3(2)
S6 28 2.5
24 : (33 X 33) 35 2.(24 : (83 X 83))
(.A5 X 3) 12 56 (2../45 X 3).2
Tabelle 6.16: Maximale Untergruppen von Uy(2) und 2.U4(2)
Untergruppen | Index in 2.U4(2)
2% As 27 2.(2% : As)
Se 36 2.8¢
312 2.4y 40 2 x 3472 1 2.4y
3%:8, 40 (2 x 3%).854
2.(.,44 X .,44).2 45 2.(2.(./44 X A4).2)
Tabelle 6.17: Maximale Untergruppen von Ag, 2.A4g, 3.4 und 6.A4¢
Untergruppen | Index | in 2.4 | in 3.4 in 6.4
As 6 2. As 3 x As 3 x2.A5
.A5 6 2.A5 3 X A5 3 X 2.A5
32:4 10 | (2x3%).4 | 3142:4 | (2x3112)4
84 15 IC(2.S4) 3 X 84 3 X IC(2.S4)
84 15 IC(2.S4) 3 X 84 3 X IC(2.S4)
Tabelle 6.18: Maximale Untergruppen von Az, 2.47, 3.47 und 6.A47
Untergruppen | Index in 2. 47 in 3.4, in 6.A47
Ag 7 2. A 3.Ag 6.A4¢
L3(2) 15 2L3(2) 3 X L3(2) 3 X 2L3(2)
L3(2) 15 2.L3(2) 3 X L3(2) 3 X 2.L3(2)
85 21 16(255) 3 X 55 3 X 16(255)
(Ag x3):2 35 2.((Ag x3):2)* | 3.((Ag x3):2)* | 6.((Ag x 3) :2)*

Bei den Gruppen mit * handelt es sich um Schursche Erweiterungen von (A4 x 3) : 2.
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Tabelle 6.19: Maximale Untergruppen von Sz(8), 2.52(8) und 22.5z(8)

Untergruppen | Index | in 2.52(8) | in 22.52(8)

233 .7 65 [ 2.(23%3.7) | 222383 .7
13:4 560 2x13:4 | 22x13:4
5:4 1456 2x5:4 22 x5:4
D14 2080 2 X D14 22 X D14

Tabelle 6.20: Maximale Untergruppen von Us(5) und 3.Us(5)

Untergruppen | Index | in 3.U3(5)
Az 50 3.A7
Az 50 3. A7
Az 50 3. A7
51128 126 | 3x 54128
Ag.23 175 3.A6.23
Ag.23 175 3.A6.23
Ag.23 175 3.A6.23
2.35 525 3 X 2.35

Tabelle 6.21: Maximale Untergruppen von A9 und 2..4q

Untergruppen | Index in 2. A9
Asg 9 2.Ag

87 36 16(287)
(Ag x 3).2 84 2.(Ag x 3).2
Ly(8):3 120 2 x Lo(8):3
Ly(8):3 120 2 x Ly(8):3
(A5 x Ay).2 126 2.(A5 x Ay).2

3.8, 280 (2 x 33).84

32:2.4, 840 | 2x3%:2.4,
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Tabelle 6.22: Maximale Untergruppen von Sg(2) und 2.56(2)

Untergruppen | Index in 2.56(2)
Uy(2) : 2 28 2.U4(2).2
58 36 16(258)
25 : S 63 2.(25 : Sg)
Us(3) : 2 120 2x Us3(3):2
20 : [3(2) 135 2.(25 : L3(2))
2.[26] 1 (83 x S3) | 315 | 2.(2.[29] : (S3 x S3))
83 X S 336 2.83 X 86
Ly(8):3 960 2x La(8):3

Tabelle 6.23: Maximale Untergruppen von A9 und 2.A4;q

Untergruppen | Index in 2.4
Ag 10 2. A9

Ss 45 1¢(2.85)
(A7 x 3).2 120 (2.47 x 3).2
(A5 X A5).2 126 2.(./45 X A5).2
(A6 X A4).2 210 2-(~A6 X A4).2

24: S5 945 211,85

M10 2520 2 x M10

Tabelle 6.24: Maximale Untergruppen von L3(7) und 3.L3(7)

Untergruppen | Index in 3.L3(7)

72 :2.L5(7) : 2 57 | 3x7?:2.Ly(7):2
72 :2.Lo(7) : 2 57 | 3x72:2.Lo(7) : 2
L(7) : 2 5586 3% Lo(7) : 2
Ly(7) : 2 5586 3 x Lo(7) : 2
L(7) : 2 5586 3% Lo(7) : 2
(3x Ay):2 26068 | 3.((3 x A4):2)
32 : Qs 26068 3.(3%: Qg)

19:3 32928 3x19:3
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Tabelle 6.25: Maximale Untergruppen von G2(3) und 3.G2(3)

Untergruppen | Index in 3.G2(3)
Us(3) : 2 351 3x Us(3):2
Us(3) : 2 351 3x Us(3) : 2

(3172 x 32):2.8, | 364 |3.(311% x3%):2.8,

(3172 x 32):2.8, | 364 |3.(317% x3%):2.5,
L3(3) 12 378 3 X L3(3) 12
L3(3) : 2 378 3x L3(3) : 2
L(8) : 3 2808 3x Ly(8) : 3
23.L3(2) 3159 3 x 23.L3(2)

Lo(13) 3888 3 x Ly(13)
21t4 . 322 7371 | (3 x 247%).32).2

Tabelle 6.26: Maximale Untergruppen von G2(4) und 2.G2(4)

Untergruppen | Index in 2.G3(4)
Jo 416 2.Jy

2248 . (3 x As) | 1365 | 2.(2278: (3 x As))

246 (3 x A5) | 1365 | 2.(2470: (3 x Aj))
Us(4) : 2 2016 2.(Us(4) : 2)

3.L3(4) : 25 2080 | 2.(3.Ls(4) : 23)

Us(3) : 2 20800 2.(U3(3) : 2)
As x A 69888 2. A5 x As
Ly(13) 230400 2.L5(13)
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Anhang A

Symbole

In dieser Arbeit seien

G eine endliche Gruppe,

G’ die Kommutatorgruppe von G,

Z(G) das Zentrum von G,

Cl(G) die Menge der Konjugiertenklassen von G,

Clg(g) die Konjugiertenklasse in G mit dem Element g,
Cc(g) der Zentralisator des Elements oder der Untergruppe g in G,
N (H) der Normalisator der Untergruppe H < G in G,
Aut(G) die Gruppe der Automorphismen von G,

C,, oder einfach nur n die zyklische Gruppe der Ordnung n,
S, die symmetrische Gruppe auf n Punkten,

A, die alternierende Gruppe auf n Punkten,

A.B eine Gruppe mit einem Normalteiler isomorph zu A und zugehoriger Faktor-
gruppe isomorph zu B, wobei A und B beliebige endliche Gruppen seien,

C die komplexen Zahlen,

N die natiirlichen Zahlen,

Z die ganzen Zahlen,

P die Menge der Primzahlen,

F, der endliche Korper mit ¢ Elementen.
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