Theta-Reihen mit spharischen Koeffizienten
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Seminar §1 Riickblick Theta-Reihen

Das Ziel dieses Vortrags ist es ein Theta-Reihen mit sphéarischen Koeffizienten vor-
zustellen. Hierfiir wird zuerst grundlegend auf sphédrische Polynome eingegangen,
danach wird die Theta-Reihe mit sphérischen Koeffizienten definiert und dargestellt,
welche Verdanderungen im Bezug auf die von Herrn Lobbert vorgestellten Theta-
Reihen entstehen.

§1 Riickblick Theta-Reihen

Wir wollen nun auf Grund der Ubersichtlichkeit und Verstindlichkeit zuerst einige
Themen von Herrn Lobbert wieder aufgreifen, die wir in weiteren Verlauf brauchen
werden.

(1.1) Definition (Theta-Funktion)
Zu einem Gitter I' € R" heifdt

Or(1) =) q%”, g:=e", TecH
xel
Theta Funktion des Gitters. o

(1.2) Definition (Poisson Summenformel)
SeiI' € R" volles Gitter und f : R” — C eine stetige Funktion mit den Eigenschaften:

(V1) Jge 1f (X) | dx < o0
(V2) Die Reihe Y. cr | f(x + u)| konvergiert kompakt gleichmifig in u € R”

(V3) Die Reihe ), cr- f(y) ist absolut konvergent.
Wobei f die Fourier Transformation von f bezeichnet.

Dann gilt:

1 .
Y flx) = myz fy)

xel’ erx o
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§2 spharische Polynome

— Definition —

(2.1) Definition (sphdrisches Polynom)
Ein Polynom P € C[xy, ..., X,] heif3t sphirisch genau dann,
wenn AP = 0, wobei

den Laplace Operator bezeichnet.
Ein Polynom heifst sphiirisch vom Grad r, wenn das Polynom sphérisch ist und homo-
gen vom Grad r o

— Aufbau sphiirischer Polynome vom Grad r —

(2.2) Korollar

Ein Polynom P € Clxy, ..., x,] ist genau dann sphérisch vom Grad r, wenn P eine
Linearkombination von Funktionen der Form (¢ - x)" ist, wobei & € C" mit ¢2 = 0
fallsr > 2 o

Beweis (vgl. Ebeling theorem 3.1)

‘“"

y =
Sei P = (¢-x) mit & e C", & =0.
Dann gilt:
a r
AP=) 55 (Zé;‘%‘) =r(r—1) (ZC?) (&-x)?=0
i 1 ] !
by ="

Fiir diese Richtung betrachten wir das innere Produkt von Funktionen f,g : R" —
C definiert durch

(£.8) = [ Fl)g(x)dx
K

mit K = {x € R" |Lx? <1}, dx = dxy..dx,.

Angenommen P € Clxj...x,| sei ein sphérisches Polynom vom Grad r , welches
(bzgl. des inneren Produktes) orthogonal zu allen Funktionen der Form (¢ - x)" ist,
&€ C"und & =0 wenn r > 2.
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Wir zeigen nun, dass dann P = 0 gilt.
Hierzu benétigen wir vier Gleichungen. Sei f ein homogenes Polynom vom Grad r
in x1, ..., xy.Dann gilt:

I e

i
Sei w; := (—1)i_1dx1...cﬂi...dxn, w =Y x;w;. Dann ist dx = dx;w;.
Integrieren von Gleichung (1) und Anwenden von Stoke’s Theorem liefert:

(2) r/fw:/< —xl)w—/Af
9K 9K

wobei 9K = {x € R"| L x? = 1} den Rand von K bezeichnet. Die dritte Gleichung
ist
3) [ afdx =rr+m) [ fx)dx
K K

Diese erhilt man aus (2) und Stoke’s Theorem:
d
[ fo= [ Cpxiwi= [T (Fxdx = (r+n) [ fx)da
3K oK ! Kk K

Und als letztes benétigen wir:

(4) A(fg) = ng+gAf+ZZaaf; aaf

Nun sei ¢ = (& x)" mit & = 04 und r > 2. (Der Fall r = 1 ist trivial).

Dann sind sowohl g als auch die partiellen Ableitungen von g sphérisch, dies gilt
auch fiir P und die partiellen Ableitungen von P.

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt:

og(x)
0= /P dx = const. /A Pg)(x)dx = const. /112 . ax1 ox; =~ Zdx
_ d"P(x) d"g(x)
= = const. / Zaxl 9%, 9%;.. axrdx
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Iteriert man nun (1), so erhdlt man:

P
| — .
= 1121 ox;...x,

d'g

Minbir = o

Also fiihrt die obige Gleichung dazu, dass P(&) = 0, wenn &? = 0. Somit teilt 5(x) =
x? = Y x? das Polynom P(x) und ex existiert ein Polynom f(x) mit P(x) = 6(x)f(x).
(2) und (3) fithren nun zu (beachte: 6 = 1 auf dem Rand von K):

/f f(x)dx = const. /ffw

= const./&ffw

9K
= const./P(x)f(x)dx
K

Wenn wir nun zeigen, dass das Polynom P orthogonal zu allen homogenen Polyno-
men vom Grad < r ist. Dann gilt:

/f f(x)dx = const. [ P(x)f(x)dx

Also f = 0 und damlt auch P = 0.
Sei f also ein homogenes Polynom mit Grad < r, dann gilt durch (3) und (4):

/P(x)mdx = const./A(Pf)(x)dx
K K

= const./P(x)Af(x)dx
K

= const. | P(x)A?f(x)dx
/

=0. U

Also ist das Polynom P orthogonal zu allen homogenen Polynomen vom Grad < r
und somit ist P = 0.
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§3 Theta-Reihen mit sphirischen Koeffizienten

— Fourier Transformationen —

Zu Beginn ohne Beweis ein paar Funktionen mit ihren Fourier Transformationen,
um die Poisson Summenformel anwenden zu kdonnen.
(vgl. Ebeling - Chapter 3)

flx) = (5% (t € H)
f = (/1) e

fx) = ()2’ (T € H,z € R")
) = (|f3) @mivzemivy

f(x) = P(x)e ™ (P € Clx1, .. 1]
f) =P (Zh o hats ) e ™

f) = (&0 e (& €C", & = Ofir r > 2)
f) = (8) e

fx) = (@ (x+2)) e (F)0rr 7,&,2 wie oben
fly) = (ﬁ)nﬂr (C"> 2rtiy 2 ity

(3.1) Definition (Theta-Reihe mit spharischen Koeffizienten)
Sei I' C R" ein Gitter, z € R", P ein sphérisches Polynom vom Grad r und 7 € H.
Dann definieren wir:

1( 2 :
5(x+z . 2miT
Oy p(T E P(x E P(x+z)q2 ) g:=e
xez+T xer <&

Die Funktion ¢, 1 p(7) ist holomorph auf H. Auf Grund der Definition folgt &, p(7) =

02,+r,p(T), wenn z1,zo € R" mit z; = z(mod T').

(3.2) Korollar
Es gilt die Identitat:

1 T nar 1.2
) = - i~ Zm'y-z 3y
Oz4r,p ( - ) (\/:) i vol lR”/F y;*P g2 .
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Beweis
Wegen Korollar (2.2) 14sst sich 9,1 p(7) schreiben als endliche Summe der Form:

Y (& (x+2)) emiTlr) mit & € C", &2 = 0 fiir r > 2
xel
Nun gilt laut Poisson Summenformel und der aus der Tabelle bekannten Fourier

Transformation:

Y (@ (x+z)) ety

xel
+2
R
i vol(R"/T) et =

Nun machen wir einige Annahmen die bis zum Ende des Seminarthemas gelten
werden: I' C R” ein gerades, ganzes Gitter, n ist gerade. P ist ein sphérisches Poly-
nom vom Grad r, k := 4 47 und v(T') := vol (R"/T).

Beachte: I' C I'* und aus y1,y2 € I'* mit y; = yp(mod T') folgt y; - x = y» - x(mod Z)
fiir alle x € T und y? = y5(mod 2Z).

Nun haben wir folgende Formeln fiir p € T'™:

P2
l9p_|_r,p(T—|—1) = ¢ l9p+r,p(T) (Tl)
—1 1 T k'—r 27iop
— ) = - 9 T2
e (3) =5y (7)1, B, @t (1

Die Gruppe SLy(Z) operiert auf H und den Funktionen f : H — C durch die Funk-
tion f|rA definiert als:

(fleA) (t) == f(AT)(cT +d)
mit T € Hund A = (Z Z) € SLy(Z).

(T1) und (T2) beschreiben die Veranderungen von ¢, 1 p beztiglich den Erzeugern
S, T der SLz(Z)

(3.3) Lemma i b
Seipel™, A= (c d) € SLy(Z), dann gilt:
1 (g2 042
Oprrpled = Y, |emteren) N N 9 e
o([)e/ 2T A=) r AT/l
A=p+do(T)
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fiir ¢ # 0 und

b
19;9+F,P|kA dn/2 ma P’ ﬁup+l“,P

fiirc =0. o

Beweis
Fiir ¢ = 0 ergibt sich die Behauptung aus der Definition als eine Verallgemeinerung
von (T1):

(8p4r,plkA) (T) = d 8, 1 p(AT)
= d*kﬁerr p(ﬂ2T + ab) daa=d"!
— 4k ZP nzar+ab)
xep+TI

—k mabp Z P 7‘[lT ax)?
xep+I
_ i 2 i 2
— [ kpriabp® ;=1 Z P(x)ermr(x)
xeap+T

= d 3 0, 1 p(T)

Fiir den Fall ¢ # 0 vgl. Ebeling Proposition 3.2, hier jedoch die Beweisskizze dazu:
O.b.d.A. nimmt man an, dass ¢ > 0, da
—a —b
“\—c —d

Da aus y1,12 € T, y1 = y2(mod cT') folgt, dass y3 = y3(mod 2cZ) ist, kénnen wir
schreiben:

-1 0
Opir,plkA = Opirplk ( 0 _1)

Bpirp = Y, Orierp

Aelr*/cl
A=p(T)
Verwendet man nun, dass Z;IZ =4 m gilt und wendet dann die Formeln
(T1) und (T2) auf
9 a 1
AP e clet+4d) O

an bekommt man nach einigem Einsetzen und Umschreiben das gewiinschte Ergeb-
nis.
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Im weiteren Verlauf wollen wir nun die Koeffizienten der Formel aus Lemma (3.3)
fiir ¢ # 0 weiter betrachten, um am Ende fiir bestimmte Teilmengen von der SLy(Z)
eine leichtere Formel zu bekommen.

Sei

a2

S:i= ) elich
Ael*/cT
A=p+do(T)

Ersetzt man nun A durch A + cu, wobei u € I'*, cu € T, so erhélt man

S — Z em’%(/\+cy)2

Ael*/cT
A=p+do(T)

_ erciacyz Zeni(g)\erZaAy)
A...
: 2 a2
_ em(acy +2a(p+do)u) Zemc/\
A...
H 2
_ em(ucy +2a(p+do)u) S.

Also ist S # 0 nur dann, wenn:

i 2
em(ac]/t +2a(p+do)p) _ 1

tir alle y € I'* mit cu € T

— Das Level eines Gitters —

(3.4) Definition
Das Minimum aller N € IN mit Nu? € 27Z fiir alle u € I'* heifit das Level von T ©

(3.5) Lemma
Sei N das Level von I', dann gilt NT'* C T. o
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Beweis

Sei (eq, ..., ey) eine Basis von I und A sei die Matrix ((e; - ¢;)).
Wir zeigen das NA~! eine ganzzahlige Matrix ist.

Sei (€], ..., ;) die Dualbasis von (e, ..., ;). Dann gilt:

* * 1 * * * *
N(ef -¢f) = 5N ((ef +¢)2 = (e)2 = (¢])?),
und somit durch die Definition von N ist N(e} - e]’.‘) € Zfurallel <i,j < nalsoist

NA-! = <(Ne;-k -e}‘)) eine ganzzahlige Matrix.

Es gilt:
n
Ne;-k = 2 Nbl]€]
=1
mit B = ((bjj)) = A~'. Also ist NB = NA™! ganzzahlige Matrix und Ne} € T fiir
allel <i<mn.Alsoist NI'* C T. O

Sei nun N das Level von I und N|c, dann kann ist S genau dann nicht Null, wenn
a(p+do)u € Z fiir alle u € T* (siehe Oben).

Dies ist jedoch dquivalent dazu, dass a(p + do) € T** = I'. Dies bedeutet aber das
ap+ o €T,dabco €T laut Lemma (3.5).

Also haben wir ¢;,r,p = (—1)"®_4,r,p und deshalb gilt folgendes Korollar.

(3.6) Korollar . b
SeiI' C R" (n gerade) ein gerades, ganzes Gitter mit Level N, p € I'*, A = < ) €

c d
SLy(Z) und N]c.
Dann gilt:
2
Opsr,plkA = e(A)e™ P aprp

mit:

1 it A2 ..
- P fiir c # 0
o(T) (ic)n/2 Aerz/cr

e(A) =d "2 firc=0 o

e(A) =

10
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Betrachten wir nun folgende Untergruppen der SLy(Z):

ro): = { (¢ §) < 5822) | NIe|

Iy(N): = {(‘Cl Z) €SI (Z) |a=d= 1(N),CEO(N)}

o= (2 ) csmmn 0 2)= )

Insbesondere gilt also laut Korollar (3.6)

Or,plxA =€(A)drp

fur alle A € To(N).

€ : To(N) — C* ist ein Gruppenhomomorphismus und wird Charakter von T'o(N)
genannt.

Wir wollen uns nun ein wenig mehr mit e(A) beschiftigen.

(3.7) Korollar

Sei A € Ty(N), A = <‘Cz Z),d,c £0.

Dann gilt:

Beweis (vgl. Ebeling Corollary (3.1))

Wir schreiben
0 -1\ " 0 —1
OrplkA = Orplk (A' (1 0 > ) k <1 0 ) -

und wenden zweimal die Transformationsformel lemma (3.3) an.

11
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(3.8) Lemma -
Sei A €Th(N), A= ( ) Dann gilt:

c d
o[ b _ (" b+la
c d)  “\c d+lc
firalle!l € Z o

Beweis
Dies folgt direkt aus Korollar (3.6).

(3.9) Lemma 2 b
Sei A € Ty(N), A= (c d)’ d,c #= 0. Dann gilt:
G(bd):= Y eV fiird # 0
A€l /dr
ist eine rationale Zahl.
Insbesondere ist G(b,d) = G(1,d) und somit nur abhingig von d. ©
Beweis

Da T gerades Gitter ist, ist G(b, d) eine Summe von d-ten Einheitswurzeln und liegt
deshalb im Korper Q(&) mit & = 27/,
Laut Korollar (3.7) gilt:

Lemma(3.s) +la y2

a2+ 10 Y e
AET/ (d+1c)T

G(b,d) = d"?e(A)

fiir alle [ € Z. Also liegt G(b,d) auch im Korper Q(&;) mit & = e¥™/ @+ fiir alle 1.
Es existiert ein | € Z so, dass d und d + Ic Teilerfremd sind (da c und d Teilerfremd).
Fur dieses I gilt jedoch Q(¢) NQ(&;) = Q und damit G(b,d) € Q.

Insbesondere ist G(b,d) jedoch invariant unter allen Automorphismen von Q(¢).
Verwendet man den Automorphismus & — & sieht man, dass G(b,d) = G(1,d). O

Wir wissen nun, dass €(A) fir A € To(N) nur von d abhingig ist (siehe Korollar
(3.7) und Lemma (3.9)).

Durch Lemma (3.8) wissen wir sogar das €(A) nur von den Kongruenzklassen d
mod N abhingt.

somit bekommen wir €(A) = 1 fiir alle A € T'1(N).

Da €(A) auflerdem eine rationale Zahl ist und via

To(N)/T1(N) > (Z/NZ)*

12
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Ar—dmod N

zu einem Charakter von (Z/NZ)" wird, welchen wir mit x bezeichnen.

Wir betrachten zum Schluss x(d)(= x(d mod N)) fiir eine ganze Zahl 4.

Es reicht aus den fall x(p) fiir p # 2 prim und teilefremd zu N zu betrachten.
Wiéhle nun also t und u so, dass pt — uN =1 gilt.

Durch anwenden von Korollar (3.6) auf

erhilt man (da x(t) = x(p))

x(p)o(T)(iuN)"? = Z o7t A2
A€l /uNT

2 P
E( Y. emuN> ( mod p)

A€l /uNT

(e @ iN"2) " (mod p)

mit €( (u;\l ;t) ) =1, o(T) = disc(T)'/? (disc ist die diskriminanten von T').

Auflerdem gilt p fdisc(I') und damit

x(p) = (0(D)(uN)"?)"™" (mod p)

= (dise(T)(~1)"/2) * (mod p)

Setze nun A = (—1)"/2disc(T) und es ergibt sich:

- A
x(p) = ApTl( mod p) = <E) (Legendre Symbol)
Daraus folgt nun
(3.10) Satz
l9p+r,p|kA = 19P_|_r,p fur A € F(N)
191",13 A= (%) l9r,p fir A € ro(N> o

13



