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Einleitung

In der vorliegenden Ausarbeitung betrachten wir ausschliefslich Wurzelgitter, also Gitter,
die von Vektoren der Quadratnorm 2 erzeugt werden. In Kapitel 1.3 [1] haben wir schon
ein Beispiel fiir ein solches gesehen: Es gilt, dass I'¢ fiir einen binéren, linearen Code C
ein Gitter im R" ist. Fiir den im Kapitel 1.2 [1] betrachteten erweiterten Hamming-Code
H ergibt sich sogar ein Wurzelgitter.

Zuerst werden wir feststellen, dass fiir jedes Wurzelgitter die Existenz einer Basis mit
den speziellen Eigenschaften, dass die Quadratnorm aller Basisvektoren zwei ist und das
Skalarprodukt von verschiedenen Basisvektoren miteinander entweder null oder minus
eins ist. Die Identifikation eines Wurzelgitters mit seiner speziellen Basis ermoglicht eine
iibersichtliche graphische Darstellung der Gitter durch sogenannte Coxeter-Dynkin Dia-
gramme.

Weiterhin stellen wir fest, dass jedes Wurzelgitter eine feinste Zerlegung in zueinander
orthogonale, irreduzible Wurzelgitter besitzt. Diese irreduziblen Wurzelgitter werden wir
klassifizieren und zu den verschiedenen Typen einen konstruktiven Existenzbeweis an-
geben.

Wir kommen anschliefend wieder auf den Zusammenhang zwischen Codes und Git-
tern zuriick und betrachten fiir welche Gitter - abgesehen von I'5z - der Zusammenhang
I'c =T gilt.

Abschliefsend betrachten wir den Zusammenhang der Coxeter-Zahl, der Anzahl der Wur-
zeln eines Gitters I' C R" geteilt durch n, mit Skalarprodukten der Wurzeln von T'.



1 Fundamentale Wurzelsysteme

Um die Existenz der in der Einleitung erwidhnten speziellen Basis eines Wurzelgitters zu
beweisen, fithren wir in diesem Kapitel den Begriff des fundamentalen Wurzelsystems ein.
Die Existenz dieser Basen benétigen wir im 2. Kapitel um Wurzelgitter iiber graphische
Darstellungen klassifizieren zu kénnen.

Definition Ein Gitter im R" ist eine Teilmenge I' C R" mit I' = (ey,...,e,)z wobei
{e1,...,en} eine Basis von R"™ ist.

Definition 1.1 Sei I' C R" ein gerades Gitter. Sei

R:={z el | (z,z) =2}

FEin Element x € R heifst Wurzel.

Definition 1.2 Fin gerades Gilter I' C R" heif$t Wurzelgitter, wenn I' von R erzeugt
wird.

Bemerkung 1.3 Sei I' ein Wurzelgitter, R wie oben definiert und seien z,y € R. Mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(z,y)? < (z,2) - (y,y) = 4

folgt
(x,y) € {0,+1,—1,42, —2}.

In den folgenden Beweisen verwenden wir auch:

1. (z,y) = %2 ist dquivalent zu x = +y.
Im Fall (z,y) = 2 folgt dies aus (zr —y,z —y) = (x,2) — 2(x,y) + (y,y) = 0 und
somit x = y.
Fiir (z,y) = =2 ¢gilt (x+y,z+y) = (z,2) +2(z,y) + (y,y) = 0 und somit x = —y.



2. (z,y) = 1 ist dquivalent zu x — y € R.
Dies gilt wegen (z —y,x —y) = (x,2z) — 2(z,y) + (y,y) = 2 fiir (z,y) = 1.

Satz 1.4 Sei I' C R" ein Wurzelgitter. Dann existiert eine Basis {z1,...,x,} von I’
mit

(zi,2) =2, 1<i<n

Wir beweisen die Behauptung schrittweise.

Definition 1.5 S C R heifit fundamentales Wurzelsystem, falls gilt:
1. S st eine Basis von T.

2. Jedes B € R kann als Linearkombination ) ¢ koo geschrieben werden, wobei
die Koeffizienten k. ganze Zahlen sind, die entweder alle nicht-negativ oder nicht-
positiv sind.

Sei S ein fundamentales Wurzelsystem. Wir zeigen, dass S dann die Bedingungen von
Satz 1.4 erfiillt: Seien o, f € S mit a # §. Dann gilt («, 8) < 0, denn nach Bemerkung
1.3(1) liefert (o, ) = £2 einen Widerspruch zur Minimalitétseigenschaft der Basis S.
(o, f) = 1 widerspricht 2. Also ist («, ) € {0, —1}. Die erste Bedingung ist trivialerwei-
se erfiillt, da S C R.

Um Satz 1.4 zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, dass jedes Wurzelsystem ein funda-
mentales Wurzelsystem enthélt.

Sei t € R" mit (¢,«) # 0 fiir alle @ € R. Solch ein Element existiert: R ist end-
lich, da R die Schnittmenge des Gitters, in welchem alle Punkte einen durch die Ba-
sis fest definierten kleinsten Abstand zueinander haben, mit einer kompakten Menge
({x € R"| ||z||» = v/2}) ist. Die Menge

H,:={x eR" | (z,a) =0}

mit o € R ist eine Hyperebene in R". Die Vereinigung endlich vieler Hyperebenen in R"
ergibt jedoch nie den vollen Raum R", was die Existenz von t zeigt. Sei

RS :={a e R| (t,a) > 0}.

Dann gilt R = R U (—R;").



Definition 1.6 Ein Element o € R heifit zerlegbar, falls 3, € R existieren mit

a = B+, sonst heifit o unzerlegbar. Sei S; die Menge der unzerlegbaren Elemente
von R

Proposition 1.7 Die Menge S; ist ein fundamentales Wurzelsystem von I'. Auflerdem
gilt, falls S ein fundamentales Wurzelsystem ist, so existiert ein t € R" mit (t,a) > 0
fiir alle a € S und S = S;.

Mit Proposition 1.7 ist dann Satz 1.4 vollstindig bewiesen, dazu beweisen wir nun 1.7
schrittweise.

Lemma 1.8 Jedes Element aus R} ist eine Linearkombination von Elementen aus S;
mit Koeffizienten aus Z>q.

BEWEIS Angenommen, es existiert ein o € R;" fiir das keine solche Linearkombination
existiert. Da (t,3) > 0 ist fiir alle 3 € R/, kann o ohne Einschrinkung so gewihlt
werden, dass (¢, ) minimal ist. Dann ist « zerlegbar, sonst wire o € S;. Also existieren
B,y € Rf mit a = 8+, und es gilt

(t,a) = (t,B) + (t,7).

Aus (t,4) > 0 und (¢,v) > 0 folgt (¢,5) < (t,a) und (¢,7) < (¢,«). Da (¢, «) minimal
ist, konnen die Elemente $ und ~ als Linearkombination von Elementen aus S; geschrie-
ben werden, wobei die Koeflizienten nicht-negative ganze Zahlen sind. Also gilt dasselbe
auch fiir a, ein Widerspruch zur Annahme. O

Lemma 1.9 FEs gilt (o, 8) <0 fiir alle o, 3 € S; C R mit o # f5.

BEWEIS Nach Bemerkung 1.3 gilt fiir alle z,y € R D S : (x,y) € {0,+1,—1,42, —2}.
Der Fall (z,y) = 2 kann ausgeschlossen werden, da « # [ vorausgesetzt ist (vgl. 1.3(1)).
Im Fall (o, 8) = 1 folgt v := a — 3 € R (vgl. 1.3(2)) und somit entweder v € R;, dann
wire « zerlegbar mit o = 8+, oder —y € R/, also ist 3 zerlegbar mit 3 = o + (—7).
a

Lemma 1.10 Die Elemente aus S; sind linear unabhdngig.

BEWEIS Angenommen Zaest a, = 0 mit a, € R. Das ist dquivalent zu Zﬁesﬂ b3 =
Z’YEStQ C'Y’y mlt b,B? C’y € IR>O, WObei Stl U St2 = St-
Sei A := ) bgf3, dann gilt

0< (AN =D bsey(8,7) <0



nach Lemma 1.8. Hieraus folgt A = 0 und damit 0 = (¢, \) = > bg(¢, 3). Da (t,5) > 0
fiir alle B gilt, muss bg = 0 fiir alle 8 gelten. Analog zeigt man ¢, = 0 fiir alle v. Also
sind die Elemente aus S; linear unabhingig. O

Lemma 1.11 Sei {71,...,7.} eine Basis von R". Dann ezistiert ein t € R" mit
(t,7vi) > 0 fir alle 1 <i <n.

BEWEIS Fiir i = 1,...,n sei d; das Bild von ~; unter der orthogonale Projektion auf
den Unterraum U; = (V1,...,%i—1, Yit1,---,Vn) und sei &; := 7; — .. Dieser Vektor ist
orthogonal zu U;. Daraus folgt

(0i,7;) =0 fiir alle 1 < j <mn,i#j,
da v; € U; ist. Da auch ¢, € U; ist, gilt auch
(0i,71) = (04,05 + 6;) = (03, 0) > 0.

Somit hat ¢ := )", r;0; mit r; > 0 die gewiinschte Eigenschaft. O

BEWEIS von Proposition 1.7

Dass S; eine Basis von I ist, folgt nach Lemma 1.8 und Lemma 1.10, die zweite Bedin-
gung fiir ein fundamentales Wurzelsystem folgt ebenfalls mit Lemma 1.8.

Sei umgekehrt S ein fundamentales Wurzelsystem von R, und sei ¢t € R" mit (t,a) > 0
fiir alle @« € S. Ein solches Element existiert nach Lemma 1.11.

Sei R die Menge aller Wurzeln, welche Linearkombinationen mit nicht-negativen ganz-
zahligen Koeffizienten von Elementen aus S sind. Dann gilt RT C R;” und

(—R%) C (—R/). Hieraus folgt R = R, da R = Rt U (—R™) gilt.

Wir zeigen nun noch, dass die Elemente ay,...,q, aus der Basis S unzerlegbar in R;"
sind. Angenommen « € S ist zerlegbar mit o = 3+, wobei 3,7 € R = R*. Dann gilt

a=p+vy= Zbiai+zciai
i=1 i=1

damit ergibt sich eine nichttriviale Linearkombination der Null, also ware S keine Basis.
Da nun S C S; gilt, folgt mit |S| = |S¢| < oo dass S = S; ist. Somit ist der Beweis von
Proposition 1.7 und damit auch der Beweis von Satz 1.4 vollstandig. O



2 Klassifizierung von irreduziblen
Wourzelgittern

Man kann die Basen {x1,...,z,}, welche die Bedingungen von Satz 1.4 erfiillen, klassi-
fizieren. Jeder solchen Basis kann man einen Graphen, das Coxeter-Dynkin-Diagramm,
zuordnen, indem die Beziehung zwischen den Basiselementen folgendermafen verdeut-
licht wird (7 # j):

(:Ci,l'j> =-1 & Z; X
(xiv Ij) = 0« lf.z .fl;j
In diesem Kapitel ist G immer das Coxeter-Dynkin-Diagramm einer Basis {z1,...,z,},

welche die Bedingungen von Satz 1.4 erfiillt.

Lemma 2.1 G enthalt keine Kreise.
X

Fig. 1 Ein minimaler Kreis



BEWEIS Angenommen G enthélt einen minimalen Kreis wie in Figur 1, in welchem
x1, ..., die zugehorigen Basisvektoren bezeichne.
Hieraus folgt

T

(w14t @+ ta) =) (wn)+ > Y (@,1))
i=1 i=1 j=1,j#i

=2r+2 Z(xz, Tiv1) + 2(x,, 1)
i=1
=2r—2r =0,

dann wére x; + - -+ + z, = 0 eine nichttriviale Linearkombination der Null. O

Lemma 2.2 G enthdlt keinen Teilgraph, welcher die Form von Figur 2 hat.

Lr42 Lr44

g P
P TN e

Tr41 Tr43

Fig. 2 Ein Graph, der nicht als Dynkin-Diagramm eines Wurzelgitters vorkommt

BEWEIS Fiir die Basisvektoren, welche den Teilgraphen bilden, wiirde gelten:

(2z1+ -+ 20 + T+ T, 200+ + 28 H T+ Trga)

r r+4 r—1
i=1 i=r+1 i=1

+ 4((331,[1}714_1) + (.%'1,ZL’T+2) + (xr; x7'+3) + (xra xr+4))
—8r +8—8(r—1)—16=0

Definition 2.3 FEin Gitter I' heifit reduzibel, wenn I' die orthogonale direkte Summe
I' =T L I's von zwei Gittern I'y C R™, 'y C R"™ mit ny,no > 1 ist, andernfalls heifst
es 1rreduzibel.



Wenn das Coxeter-Dynkin-Diagramm eines Wurzelgitters I' verbunden ist, dann ist das
Gitter ' irreduzibel. Dies liegt daran, dass die Zerlegung in irreduzible Teilgitter nach
[2] eindeutig ist, somit basisunabhéngig und es also einen Teilgraph geben miisste der
mit dem restlichen Graphen nicht verbunden ist.

Nehmen wir nun an G ist verbunden, dann muss nach Lemma 2.1 und Lemma 2.2 der
Graph die Form von Figur 3 haben.

yq—l
yq—Q

Xy
U1

(p,q,r >1)
21

Zr—2

Zr—1

Fig. 3 Allgmeine Form eines verbundenen Coxeter-Dynkin Diagrammes
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Bemerkung 2.4 Der Graph eines irreduziblen Wurzelgitters muss eine der Formen der

in Figur 4 aufgezeichneten Graphen haben.

(n Knoten)

(n Knoten)

Fig. 4 Coxeter-Dynkin Diagramm von den irreduziblen Wurzelgittern

BEWEIS Sei
1
w = c—i-]—)[(p— 1)x1+(p—2)x2—|—---+xp_1]
1
+ a[(q =Dy + (g —2)y2 + - + yg1]

+ %[(7’ — Dz +(r—2)z+ -+ 21

Dann bilden die Vektoren

L1y ees Tp—15Y15 -+ -y Yg—15 215 +o0y Zr—1, W

eine Basis des Q-Vektorraumes (I')g tiber Q. Aus der Skizze folgt, dass x; L y;, x; L z,
zp Ly firalleie {1,....,p—1},5 € {1,...,¢ —1},k € {1,...,r — 1}. Weiterhin gilt

11



w L, wly;, wl z fir alle ¢, 7, k, da:

-1 p—2

(w,21) = (¢, 1) + (21, 21) +

P+ (p-1)-2- (-2

= :O
p
p p p

(w,2p-1) ==-2—(p—(p—2))) =0.

=l

Folglich gilt:

111
=—1+-4-+-=
poq T

Hieraus folgt die notwendige Bedingung an p, ¢, :
11 1
—+-4+->1
p q T

Fir p < ¢ <r hat diese Ungleichung folgende Lésungen:

(p,q,r) € {(1,q,7)| ¢ <reN} U {(2,2,7)] 2<reN} U {(2,3,3),(2,3,4),(2,3,5)}.

Ein Wurzelgitter I' ist die orthogonale direkte Summe von Gittern I';, welche zu den
jeweiligen Zusammenhangskomponenten G; des Graphen gehoren. Also haben wir den
folgenden Satz, bis auf die Existenz der verbundenen Komponenten, schon bewiesen.

Satz 2.5 Jedes Wurzelgitter ist eine orthogonale direkte Summe von irreduziblen Wur-

zelgittern mit Coexter-Dynkin Diagrammen wie in Fig.1.7.

BEWEIS Nun noch zur Existenz dieser irreduziblen Wurzelgitter:

1. A,:

Sei (€1, - -,6ns1) die Standardbasis des R"™. Seie =¢; +---+&,.1 = (1,...,1) € R*™!

und
F:{l‘:(w1,...,l’n+1) GZR+1 | (x,e):x1+..._|_a;n+1:0}.
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Dann ist T ein Gitter in e = R". T" wird erzeugt von den n(n + 1) Elementen
g —ejfiirl <i,j<n+1,i+# ]

die Wurzeln in I sind. Eine Basis von I' bildet dann die Menge {ea—¢1,e3—¢9, .., Ent1—En}
mit dem zugehorigen Coxeter-Dynkin Diagramm

€2—¢&1 €3 — &2 €4 — €3 Ent+1 — En

Zuséatzliche Betrachtung der Diskriminante von I
Zur Erinnerung: disc(I') = det((e;, €;))1<ij<n fiir {e1,...,€,} Basis von I'.
Sei A die Matrix der Skalarprodukte dieser Basiselemente und A’ das Resultat von Zeilen
und Spaltenumformungen auf A.
2 -1 0 2 0
-1 2 " 0 3
I IR —
0 -1 2 0 0 ”T“

somit ist disc(A4,) =det A =det A’ =], =2H = p 4 1.

i=1 4

2. D,: Fir n > 3 sei
I'={z=(x1,...,2,) €Z" | (x4 + -+ x,) gerade}.

Anschaulich erhélt man I', indem man die Gitterpunkte des Z™ abwechselnd schwarz
und weik farbt und dann die schwarzen Punkte betrachtet (,,Schachbrettgitter “). Dann
ist I ein Gitter im R", das aus den 2n(n — 1) =2 ((3) + (3)) Wurzeln

teitejund ¢ Fe;flirl <4, <n+1i#

erzeugt wird. Hier bildet die Menge {3 —£1,63 — €2, ..,6, — €n_1,€1 + €2} eine Basis von
I mit dem zugehdrigen Coxeter-Dynkin Diagramm:

gy + €1

3 — & &4 —E3 €n — En-1

E2 — &1

13



In diesem Fall ist I' ein Gitter vom Index 2 in Z", also ist

disc(D,) = vol(R™ /D,))? = (vol(R™ / Z") - | Z" / D,|)? = 4.

Alternativ kann D,, auch wie folgt konstruiert werden: Betrachte den gerade gewichteten
Code

C={(uy,...,u,) €Fy | ug +---+u, =0},

welcher der Kern der linearen Abbildung Fy — Fa, (uq,...,u,) — ug + -+ + u, ist.
Sei
p:L" — (Z)2Z)", (x1,...,2,) — (1 mod 2, ... x, mod 2)

die mod-2-Reduktion. Dann ist
F=pYC)={(21,...,2,) €Z" |21 +---+2,=0 mod 2}.

Es gilt also
2/~ (C) = Fy/C = 7,)2Z

und somit bekommen wir wieder disc(D,,)=4.
3. Eg: Im Abschnitt 1.2 Codes [1] wurde dieses Gitter aus dem erweiterten Hamming-

Code mit Lange 8 konstruiert. Wir wissen zudem, dass dieses Gitter unimodular ist. Das
Gitter hat folgendes Coxeter-Dynkin Diagramm:

€1 €2 €3 €4 €5 €6 er

€s
4. E7: Wir betrachten das Gitter Fg mit dem fundamentalen Wurzelsystem (eq, ..., eg)
mit dem Conxeter-Dynkin Diagramm wie im Bild dariiber. Sei
V= 2e; + 3ey + 4des + ey + bes + deg + 2e7 + es.
Dann ist v eine Wurzel in Ey. Das Gitter
I':={z € Es|(z,v) = 0}

ist in dem orthogonalen Komplement des Vektors v in R® enthalten. v ist isomorph zu
R". Da (e;,v) = 0 ist fiir i = 2,...,8, sind die fundamentalen Wurzeln von e, ..., eg Fg
auch in I' enthalten. Fiir x € I' C Eg kann man z darstellen als x = Zle ae;. Mitx € T
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und (e,v) = 1 gilt 0 = 8(z,v) = S5, ai(e;,v) = ay, also gilt a; = 0 fiir alle = € T.
Das heifst e, .. ., eg ist eine Basis von I' und das zugehorige Coxeter-Dynkin Diagramm,
das zu diesen Wurzeln gehort, ist vom Typ E;. Da Eg/E7; = (e1)z frei ist als Z-Modul,
erhalten wir mit Proposition 1.2 aus Kapitel 1.1 [1]

disc(F;) = disc((v)z) = disc(A;) = 2.

5. Eg: Wir betrachten wieder das Gitter Eg mit fundamentalem Wurzelsystem (eq, . . ., eg)
und setzen vy = v und vy = —e;. Dann gilt (14, 15) = —1. Man definiert wieder

I''={x € Es| (z,1n) = (z,1n) = 0}.

Dann ist I im orthogonalen Komplement der beiden Vektoren v, und v in R® enthalten.
(11, 19) % ist isomorph zu R®. Da fiir (e;,v5) = 0 ist fiir i = 3,...,8 und zudem wieder
(e;,v) = 0 gilt, sind die fundamentalen Wurzeln es, ..., es von Eg auch in I' enthalten.
Wie oben bilden e, ..., eg wieder eine Basis von I'. Das Coxeter-Dynkin Diagramm, das
zu diesen Wurzeln gehort, ist vom Typ Eg. Mit Proposition 1.2 erhalten wir auch wie

oben:
disc(Fg) = disc(A2) = 3.

Damit haben wir nun die Existenz von zugehorigen Gittern zu den Coxeter-Dynkin
Diagrammtypen A,, D,,, Es, E7 und Eg gezeigt und damit ist der Beweis von Satz 2.5
beendet. O
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3 Konstruktion von Wurzelgittern
aus binaren linearen Codes

Im Kapitel 1.2 [1] haben wir das Gitter Eg = I'c aus einem passenden binéren linea-
ren Code C konstruiert. Nun stellen wir uns die Frage: Fiir welches der irreduziblen
Wurzelgitter I' existiert ein solcher bindrer linearer Code, sodass I' = I'¢? Bis jetzt
wissen wir dies nur fiir Es. Im Fall D,, wissen wir, dass I' = p~(C) gilt, nicht aber
I'=T¢= \%p—l(C’). Die folgende Proposition 3.6 liefert eine prazise Antwort auf diese
Frage. Hierfiir bendtigen wir jedoch noch eine weitere Definition:

Definition 3.1 Sei I' ein Wurzelgitter in R" und o eine Wurzel. Betrachte den Auto-
morphismus

(z, @)
(a, a)

So: R"—=R" x+——x—2 a=1x—(z,a)a.

Dies ist eine Spiegelung an der Hyperebene a=, welche orthogonal zu « ist.

5o lidsst ot punktweise fest und bildet jeden Vektor, der orthogonal zur Hyperebene o
ist, auf sein Negatives ab.

Sei W(T") eine Untergruppe der GLn(RR), welche von den Spiegelungen s, erzeugt wird,
wobei « eine Wurzel von I ist. Diese Gruppe nennt man die Weyl-Gruppe von I'.

1L

Bemerkung 3.2 Fir x,y € R", ist das Standardskalarprodukt invaviant unter der
Weyl-Gruppe, das heifit (w(z),w(y)) = (z,y) fir alle w € W(T).

BEWEIS Es geniigt die Aussage fiir die Erzeuger s, von W(I') zu zeigen:

(sa(2), 5a(¥))

(z = (z, ),y — (y, 0)a)

(,9) = (2, (y, )a) = (y, (z, @)a) + (z, @) (y, @) (a, @)
(2,9) = 2(z, a)(y, @) + 2(z, ) (y, @)

(z,y)

16



Lemma 3.3 Sei I' C R" ein irreduzibles Wurzelgitter. Dann operiert die Weyl-Gruppe
irreduzibel auf R"™, das heifit, falls U ein W(I') —invarianter Unterraum von R" ist, gilt
entweder U = 0 oder U = R".

BEWEIS Sei U ein nichtleerer Unterraum von R", welcher invariant unter W(I") ist.
Das orthogonale Komplement U+ von U in R" ist auch W(I') —invariant und es gilt
R" = U@ U*. Sei a € T" eine Wurzel. Angenommen es ist o ¢ U. Sei u € U beliebig. Da
so(U) = U gilt, ist u — (u, a)a € U. Dies impliziert, dass (u, o) = 0 ist. Da dies fiir jedes
u € U gilt, folgt a € U*. Somit ist jede Wurzel in U oder in U*. Da I' von R erzeugt
wird, gilt ' = (UNT) L (U+NT). Doch dies impliziert, dass U+ NT = {0} gilt, da T
irreduzibel ist. Darum gilt I' = U N T', und somit U = R", da R" von I erzeugt wird. O

Lemma 3.4 Sei I' C R" ein irreduzibles Wurzelgitter. Dann operiert die Weyl-Gruppe
W(T') transitiv auf der Menge der Wurzeln R.

BEWEIS Seien «, 3 beliebige Wurzeln von I'. Da W(T") eine Gruppe ist und somit das Er-
zeugnis der Elemente w(a) mit w € W(I') invariant ist unter W(I"), kdnnen wir Lemma
3.3 anwenden: die Elemente w(«) erzeugen R"™. Das heifst, es existiert ein w € W(I') so-
dass w(«) nicht orthogonal zu f ist. Ist a orthogonal zu [, ersetze o mit einem solchen
w(a). Zusétzlich kann man voraussetzen, dass «, 5 unterschiedlich sind und o # —f
gilt, denn andernfalls folgt schon die Behauptung. Also gilt nach Bemerkung 1.3(1)
(v, B) = £1. Im Fall (o, ) = —1 ersetze § mit —f = s3(f3), sodass («, 3) = 1 gilt. Dann
gilt $05554(0) = sas5(f — @) = s4(8 — a — 3) = «. Falls zuvor a durch w(a) ersetzt
wurde, muss man auf beide Seiten der Gleichung w™! € W(T') anwenden. Also folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 3.5 Lemma 3.4 impliziert, dass bei der Konstruktion der Gitter E7, Eg je-
de Wurzel v und jedes Paar von Wurzeln vy, vy mit (vi,ve) = —1 verwendet werden kann.

BEWEIS Fiir F; existiert zu einem beliebigen ¢" € T ein g € W(I') mit g(v') = v, da die
Weyl-Gruppe W(T'") transitiv auf I' operiert. Nun kann man analog zu der Konstrukti-
on in Satz 2.5 eine Basis konstruieren,indem man e; anstatt g(e;) fiir alle ¢ = 1,...,8
verwendet. Die Vektoren {g(ez),...,g(es)} sind linear unabhéngig, da ¢g ein Automor-
phismus ist. Mit Bemerkung 3.2 erfiillt die neue Basis auch wieder Satz 1.4 und das
Coxeter-Dynkin Diagramm behélt seine Form.

Die Konstruktion von Eg kann man analog verdndern, nur verwendet man hier zusétzlich
eine weitere Spiegelung g, € W(I'), welche und g(v]) festlisst und g(vy) auf v2 abbildet.

Proposition 3.6 Sei I' C R" ein irreduzibles Wurzelgitter. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
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(i) Es existiert ein bindrer linearer Code C' C Fy mit T = T'c.
(ii) T' enthdlt n paarweise orthogonale Wurzeln.

(i1i) nAy = Ay L -+ L Ay(n mal) CT.

(iv) —1 € W(I).

(v) 20" C T.

(vi) T ist vom Typ Ay, D, (n > 4,n gerade), E; oder Fg.

BEWEIS

(i)=(ii): Sei I" = T'; fiir einen biniren Code C' C Fy, und sei (ey,...,&,) die Standard-
basis von R". Dann ist \%252- € I'g fiir alle 1 <4 < n, da diese im Kern der Abbildung
p liegen. Dies sind paarweise orthogonale Wurzeln.

(ii)<(iii): Gilt, da eine einzelne Wurzel ein Gitter vom Typ A; aufspannt.
(ii)<(iv): Seien v, . . . , oy, paarweise orthogonale Wurzeln von I'. Dann bilden a, . . ., ay,

eine R —Basis des Vektorraumes R". Sei x € R". Dann kann x geschrieben werden als

Sa1Sas - - - San(T) = SaySas - - - San, (Z fiai>
i

also folgt:

SaySas - - - Say (T) =SaySay - - - Sa, (Z §iai)

%

- Z §iSarSaz - - - Say, (al)
=— Zfﬂi

i
=—T

und damit: —1 = $4,S4, - - - Sa,, € W(I).

iv)=(v): Sei —1 € W(I'). Dann gilt —1 = sg3, 53, ... sz, [lir gewisse Wurzeln
g B1SB2 Br g
Bi,...,B: €. Sei x € T'*. Dann ist
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—T = 58,585 - - - S/Bk(x) = 58158y - - - sﬁk—1($ - (Iv ﬁk)ﬁk) =T+Yy

mit y € I', da (z,B;) € Z. Daher ist ((z, 5x)8k) € I' und somit folgt y € I' induktiv.
Somit ist

2v =—y el
(v)<(vi): Der Quotient I'*/T" ist eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung

| /I |= disc(T")
Da 2T C I' dquivalent ist zu 2 € Ann(z) fiir alle © € I'*/T", gilt mit dem Hauptsatz
iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen:
/T = (Z/27)", disc(I") = 2',
fiir ein [ > 0.

Fir I = A, also

L R

T — o (_n 1 1 1
wird I'™ von I' und @ := g(J5, =gy — 5+ 0 —opd

e T T ) erzeugt. Dies gilt, da somit

| T*/T |=|{k-z|ke€{0,....,n}} |=n+1=disc(A,)

wie gewiinscht erfiillt ist. Weitere mogliche Basiselemente lagen also alle in I". Da diese
Gruppe zyklisch ist, folgt:
“"T=7Z/n+1)Z.

Fir I' = D,, ist
= {(xl,...,xn) EZ“’Z%‘ gerade},
11 1
=z +Z (==, .. =
* <2’2’ ’2)
und

T = (Z ]27) x (Z ]27), fir n gerade
a (Z /A7) , fiir n ungerade
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Hierbei wird I'*/T" von wy = (1,0,...,0) und wy = (%, %, cee %) erzeugt, wenn n gerade ist
und von we, wenn n ungerade ist. Dies gilt da w; = 2wy (mod I') ist, wenn n ungerade ist.

Fiir ' = Eg ist disc(Es) = 3, aber es gilt 3 # 2.
Fir I' = E; bzw. I' = Ejg gilt disc(F7) = 2 und disc(Eg) = 1, also sind die zugehorigen
Gruppen I'™*/T" isomorph zu Z /27 bzw. {0}.

Da aus I'*/T' = (Z /2Z)" auch folgt, dass 2 € Z alle Elemente des Z —Moduls anni-
hiliert, gilt somit 2I'* C I' genau dann, wenn I € {A;, D,, (n < 4,n gerade), E;, Es}.

(vi)=-(i): Wir finden einen binéren linearen Code C mit I'c = T fiir alle aufgeliste-
ten Fille:
A;: Sei C={0} C Fy, dann ist p~!(C) = (2)z und somit I' = (\%2)2 vom Typ Aj.

D,, (n > 4,n gerade): Hier ist C' das ,Doppelte des gerade gewichteten Codes Cc IF;/Q,

das heift fiir C' und C' gilt:

C = {(U,l,...un/2> € IF;L/Q | Zuz = O} C Fg/z

C={vely|v=__(u,u, .. U2 Uns2), U= (U1,Us, ..., Uy2)E C}.

E;: C = H*+ C Fj, wobei H den Hamming-Code bezeichnet. Dieser Code besteht aus
0 und gen sieben Codewdrtern vom Hamming-Gewicht 4.

Es: C=HC Fg, wobei H den erweiterten Hamming-Code bezeichnet, wie wir ihn im
Kapitel 1.2 Codes [1| gesehen haben. Somit ist Proposition 3.6 bewiesen. O

Nun wollen wir einen zweiten, direkten Beweis von (i)=(v) von Proposition 3.6 geben.
Fiir diesen Beweis benotigen wir ein weiteres Lemma:

Lemma 3.7 Se: C' C Fy ein bindrer linearer Code. Dann gilt:

sz — FcJ_.

BEWEIS Zu zeigen ist I'ci C I'f, also dass (z,y) € Z ist fiir alle v € I'c und y € 'z
Sei dazu p : Z" — [, die mod-2-Reduktion. Sei y € I'cr und z € I'c. Dann gilt
y = \/Lig, T = \%% mit g € p~H(C1), 7 € p~1(C). Sei p’ die mod-2-Reduktion Z — Z /2 7Z.
Nun gilt 0 = (p(@, p(y)) = p'(Z1) - p'(1) + -+ + p/(T0) - p'(Un) = p'((Z,y)). Daher ist
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(Z,y) € 2Z, und somit gilt (z,y) € Z. Dies beweist ['c1 C I';.
Sei nun k£ = dim C'. Dann

2n—k

S = 25k,

w=vol(R" /T¢) =
Analog folgt
vol(R™ /Tcr) = 282

und aulerdem 1
pt = vol(R" JTg) = — = 2873
1

dies impliziert, dass I'cr = I'¢.. O

BEWEIS zu Proposition 3.6 (i) = (v):

Sei I' = I'¢ fiir einen bindren linearen Code C' C Fy. Dann gilt I'* = I'c1 nach Lemma
3.7. Sei x € I'f, mit z = \%(c + 2y) fiir ¢ € C+ und y € Z". Dann ist 2z = \%(O + 22),
mit z € Z". Also ist 2z € I'c = I', was zu zeigen war. O

In Tabelle 1.1 sind die Gruppen I'* /T und die zugehérigen Ordnungen in den einzelnen
Fiéllen aufgelistet. Zusétzlich ist die Anzahl der Wurzeln |R| aufgelistet. Diese erhalten
wir folgendermafen: Fiir A, und D,, siehe Existenzbeweis von Satz 2.5. Die Anzahl der
Wurzeln von Eg entnehmen wir Kapitel 1.3 [1]. Die Anzahl der Wurzeln von E; erhilt
man, indem man verwendet, dass E7 = 'y, wobei mit H der Hamming-Code der Lange
7 bezeichnet wird. Fiir die Zahlen beziiglich Es siehe Beispiel 5.1 und Ubung 5.1 [1].

Definition 3.8 Sei I' C R" ein Wurzelgitter und sei R die Menge der Wurzeln. Dann
heif$t die Zahl
12l

n

h:=

die Cozxeter-Zahl von T.

Die Coxeter-Zahlen der irreduziblen Wurzelgitter sind in der letzten Spalte der folgenden
Tabelle aufgelistet.
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T /T T /T[] |R] h

A, Z]/(n+1)Z n+l | nn+l) | n+1l

D, {(Z/QZ)X(Z/QZ),f.l.lrngerade 1 on(n—1) | 2n — 1)
(Z /A7) , fiir n ungerade

Eq Z/3Z 3 72 12

o 727 2 126 18

By ! 1 240 30

Tabelle 1.1 Auflistung der Gruppen I'* /T’
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4 Betrachtungen zur Coxeter-Zahl

Durch eine genauere Betrachtung der Weyl-Gruppe und einer quadratischen Form kin-
nen wir in diesem Kapitel den folgenden Zusammenhang beweisen.

Proposition 4.1 Se: I' C R" ein irreduzibles Wurzelgitter. Dann gilt fir ein festes
yeR"
d @y =2-h-(yy),

TER
wobet h die Coxeter-Zahl von T" ist.

Fiir den Beweis dieser Proposition benotigen wir etwas Vorbereitung:

Definition 4.2 Sei P € Clyy, ..., y,] ein komplezes Polynom in n Variablen yi, ..., yn.
Ein solches Polynom heifit harmonisch, wenn AP = 0. Hier ist

"0
A=N"_2T
;5‘?;?

der Laplace-Operator.

Sei nun I' C R" ein Wurzelgitter und sei R die Menge der Wurzeln. Wir definieren das
Polynom

1) =3 (@ - 20

z€ER

in den Variablen yy,...,y,. Da

A7 =3 (Bl = LA )t + o+ +12))

TER

=3 (2t - 2a)) =0

zER
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ist das Polynom f harmonisch.
Zusétzlich benotigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 4.3 Sei I' C R" ein irreduzibles Wurzelgitter und sei W(T') die Weyl-Gruppe
von I'. Dann gilt:
(1) Jeder Endomorphismus von R", der mit jedem Element von W(T') vertauscht, ist ein
skalares Vielfaches der Identitdt.
(ii) Sei b # 0 eine Bilinearform auf R" die invariant unter W(L') ist, das heifst
b(z,y) = blw(z),w(y)) fir alle z,y € R", w € W(I'). Dann existiert ein p € R, p # 0,
sodass

b(z,y) = p(z,y)
fiir alle x,y € R"™ gilt.

BEWEIS
(i) Sei g ein Endomorphismus von R", der mit jedem Element von W(T") vertauscht. Sei
a € I' eine Wurzel und sei L = (a)g. Wir zeigen, dass g(L) C L gilt. Da

L={xeR"|s,x=—x}
ist, gilt fiir alle x € L, dass

sag(r) = g(sax) = g(—x) = —g(x)

ist. Darum existiert ein p € R, sodass g(«) = pa und somit g(z) = px ist fiir alle z € L.
Sei U der Kern von g — p-Id. Dann ist U ein Unterraum von R", welcher invariant unter
W(T') ist, da g(w(u)) = w(g(u)) = w(pu) = pw(u) gilt. Zudem ist U ungleich Null, da
er L enthélt. Daher gilt nach Lemma 3.3 U = R", also g = p - Id fiir alle z € R". Das
beweist (i).

(ii) Sei b # 0 eine Bilinearform auf R", die invariant unter W(I") ist. Aus der linearen
Algebra wissen wir, dass ein Endomorphismus g auf R" existiert, sodass

b(z,y) = (9(x),y)

fiir alle x,y € R™. Da b invariant unter W(I") ist, vertauscht der Endomorphismus ¢g mit
allen Elementen von W(I'): Seien z,y € R" und w € W(I"), dann gilt mit Bemerkung
3.2

b(w(x),y) = bz, w(y)) = (9(x),w (y)) = (w(g(x)), ),
und somit g(w(z)) = w(g(z)) da y beliebig. Nach (i) existiert ein p € R mit g = p - Id.
Folglich ist
b(z,y) = p(z,y)
fiir alle z,y € R", was (ii) beweist. O
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BEWEIS von Proposition 4.1

Das Polynom f(y) ist homogen und somit eine quadratische Form in yq,...,y,, also
auch eine Bilinearform. Da alle Erzeuger s, von W(I') Bijektionen auf der Menge der
Wurzeln R darstellen und mit Bemerkung 3.2, folgt f(s.(y)) = f(y) fiir alle Erzeuger
So von W(I') und alle y € R™

) =X (0500 = 20 5000) )
=3 (2@ = 1)) )
=f(y)

f(y) ist also invariant unter der Weyl-Gruppe W(I"). Daher gilt nach Lemma 4.3 (ii)
f(y) = a(y,y) fiir ein a € R. Da f harmonisch ist und A(y,y) = 2n gilt, ist a = 0, da
der Laplaceoperator linear ist. Dann gilt auch f=0. Nach Konstruktion von f liefert dies
den Beweis von Proposition 4.1. O
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