Modulformen
Vortrag zum Seminar zu Gitter und Codes, 21.04.2015
Sebastian Nell

Dieser Vortrag behandelt Modulgruppe und Modulform, wir definieren den Fun-
damentalbereich und diskutieren seine Bedeutung. Im zweiten Teil wird dann die
Poissonsche Summenformel eingefiihrt, die uns in spateren Vortrdgen noch begeg-
nen wird.

§1 Die Modulgruppe

Im ersten Abschnitt wird die Modulgruppe und anschlieffend die Modulform ein-
gefiihrt. Dazu wird eine Gruppenoperation benétigt, die im Folgenden definiert
wird.

(1.1) Satz
Sei H := {t € C|Im T > 0} C C die obere Halbebene der komplexen Zahlen.

Die spezielle lineare Gruppe

sz fs- (¢ 1)

operiert auf IH durch gebrochene lineare Transformation

a,b,c,d € Z,det(g) = ad — bc = 1}

at+b
ct+d o

(& 7) — g(7):=

Beweis
Zeige, dass die gegebene Abbildung

B at+b
T +d

w:SLy(Z)xH —H,(g,7) — g(T)

die Bedingungen der Gruppenoperation erfiillt:

L. 1gp,(z)(T) = 7 fiir alle T € H: Sei also T € H beliebig. Es ist 1g,(z) = ((1) (D

Dann folgt 1g1,(z)(T) = =57 = 7.
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2. (gh)(7) = g(h(7)) fur alle T € H, g, h € SLy(Z): Sei also T € H beliebig,

g = (a b> Jh = (; :1) € SLy(Z) beliebig. Dann ist

_ (aj+0bl ak+bm _ (aj+bl)T + (ak + bm)
(8h)(7) = (C]-+dz ok +dm) D = (ej+ dlye + (ck+dm)’

Py o (JTERY _ oty b TR (a4 bl)T o+ (ak + bm)
g( (T)) =8 IT+m T Ttk d T gjttck+dltHdm T (C]+dl)T-|— (Ck-l-dm)
Clr—|—m + IT+m

Fehlt noch, dass die Operation auf die obere Halbebene abbildet. Dies wird in Lem-
ma (1.2) bewiesen. O

Im Folgenden ist mit H immer die in Satz (1.1) angegebene Definition gemeint.

Nun wollen wir einige Eigenschaften dieser Operation zeigen. Uber sie werden wir
die Modulgruppe einfiihren.

(1.2) Lemma
Sei g € SLy(Z). Dann gilt fiir T € H, dass

I
mT oo

ImT>0:>Img(T):m o

Dieses Lemma schliefst den Beweis zu Satz (1.1) ab. Die Aussage iiber den Imaginér-
teil von ¢(7) wird spéter noch verwendet werden.

Beweis
Zu zeigen ist, dass Im g(7) = kEnTT\?- ist. Die Abschitzung Im g(7) > 0, wenn
Im T > 0 ist, ist dann klar.

b

Seialsot=x+iycH,g= (a

. d) € SLp(Z). Dann ist

oy TTED_ (axb) 4 ()i ((ax+b) + @)i)((ex+d) — ()
cotd  (atd) T ()i ((ex+d)+ () ((ex +d) — ()

=1

0+ (ex+d)(ay)i — (ax +b)(cy)i T+ (acx —acx —i—@%})yi
N (cx +d)2 + (cy)? N lcT + d|?

_ Gty

et +d)?
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Hierbei ist { rein reell. Da wir uns nur fiir den Imaginérteil von T interessieren,
reicht es uns, nur diesen zu berechnen.

_ Y ~ Imrt
et +d2 T et +dF O

Aus obiger Gleichung folgt Im ¢(7)

Wir bestimmen nun das Zentrum der speziellen linearen Gruppe und treffen eine
Aussage tiiber sein Verhalten.

(1.3) Bemerkung
Das Zentrum {+1} von SL,(Z) operiert trivial auf der Menge H. o

Hiermit kommen wir schliefilich zur Definition der Modulgruppe:

(1.4) Definition
Der Quotient
G:=SLy(Z)/ {£1}

wird Modulgruppe genannt. o

Wir wollen nun versuchen, zwei einfache Elemente S,T € G zu finden, sodass gilt
(S, T) =G.

(1.5) Lemma 0 1 11
Definiere zwei Matrizen S = ( 1 0 >, = (0 1), S,T € SL(Z) und identi-
tiziere sie mit ihren Restklassen in G. Bei Anwendung von S und T auf H ergibt
sichS:r»—)—%,T:THT—l—l. o
Beweis
Folgt sofort durch Anwenden von S und T auf ein beliebiges T. O
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(1.6) Bemerkung

Die Aussage, die beiden Matrizen mit ihren Restklassen in G zu identifizieren, ist
deshalb erlaubt, da {£1} der Kern der Operation ist. Es macht demnach keinen
Unterschied, ob eine Matrix oder ihr Negatives auf H operiert. Beispielsweise

gilt fiir die Restklasse {S, —S} = [S]: S(T) = —% und (-S)(7) = (lT(IT()_Jrl()) =

T

%}1) = —1 = 5(7). Dies gilt nach Bemerkung (1.3) fiir beliebige g € G, sodass
wir uns in Rechnungen auf die einzelnen Matrizen beschrdanken diirfen. Es ist
lediglich zu beachten, dass dann die Stabilisatoren nur die Hailfte der enthalte-
nen Elemente angeben. Denn wenn ¢ € Stabg(7) ist, so folgt sofort, dass auch

—g € Stabg(7) ist. o

Zum Beweis siehe Bemerkung (1.10).

(1.7) Definition
Seien T, T/ € H. Mit ~ bezeichnen wir die Aquivalenzrelation der Bahngleichheit
beziiglich der Gruppenoperation, definiert durch

T~7 & 3geGmitt=g(T). o

Das Wissen um die Aquivalenzrelation wird uns im Beweis des nichsten Satzes
helfen.

(1.8) Definition
Eine Teilmenge D C H heif$t Fundamentalbereich der Operation von G auf H,
wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. Fur alle 0 € H existiert ein T € D, sodass ¢ ~ T.

2. Furt, 7 eD,t# v giltt~1v = 1,7 €9dD. o

(1.9) Satz
Sei D C H die Menge aller T € H mit |Re 7| < 1 sowie |t| > 1.

Sei n = e27/3 = —% +i @ einer der Eckpunkte der Menge D.
1. D ist ein Fundamentalbereich der Operation von G auf H.

2. Seit € D.Dannist Stabg(t) = {1}, wenn T & {i, 1, —7}, Stabg (i) = {1,S},
Stabg (1) = {1,ST, (ST)?}, Stabg(—7) = {1, TS, (TS)?}.

3. Die Gruppe G wird von S und T erzeugt. o
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Beweis
Sei zunichst G’ die Untergruppe von G erzeugt von S und T.
Zu 1.: Wir zeigen zuerst, dass fiir alle T € H ein ¢ € G’ existiert mit g(7) € D. Sei

also T € H, g € G’ so gewihlt, dass |[Re(g(7))| < 5 und Im g(7) = |CITHJ‘F;|2 maximal

wird.
Es ist sofort klar, dass die an die Matrix g gestellte Bedingung [Re(g(7))| < 5 erfiill-
bar ist (Multiplikation mit T). Auch die Bedingung an den Imaginarteil ist erfiillbar,

denn aus Im g(7) = |clfjr;\2 und Im T fest folgt |cT + d|> minimal. Da ¢ = 0,d = 1 im-

mer wihlbar ist, kann man |cT +d|? < 1 abschétzen. Hieraus folgt, dass |ct + d|? tat-
sdchlich ein Minimum annimmt, denn es gibt nur endlich viele Paare (¢,d) € Z x Z,
fr die |cT +d|? < 1 ist (klar mit T = x + iy). Somit finden wir fiir alle T € H ein
g € G mit oben genannten Bedingungen. Zeige also, dass fiir ein solches g folgt

g(0)] = 1:
Beweis durch Widerspruch: Sei g € G’ so gewihlt, dass obige Bedingungen erfiillt

sind, aber |¢(7)| < 1. Dann ist aber Im (59)(7) = Ifn(g)(‘z) > Im g(7) im Widerspruch

zur Annahme, dass Im ¢(7) maximal ist. Daraus folgt die erste Bedingung an den
Fundamentalbereich.

Wir zeigen nun, dass fiir alle 7,7 € D, 7 # 7' gilt T ~ T = 7,7 € dD. Dazu seien

Z) € G wihlen, sodass

7" = ¢(7) ist. Ohne Beschrinkung der Annahme sei Im ¢(7) > Im 7 (sonst tausche

T mit 7/ und ersetze ¢ mit seinem Inversen). Wegen Im g(7) = ‘;‘15‘2 und Im 7

gilt wieder |CT +d|? < 1. Schreibe T = x +iy. Wegen T € D ist y > ‘f . Deshalb ist
et +d|?> = ?y?+ (cx+d)? < 1= ¢ < 5 (wenn (cx +d)? = Oist, und y minimal ist,
kann ¢ max1ma1 werden. Zur Bestimmung aller Moglichkeiten brauchen wir diesen
Maximalwert). Wegen ¢ € Z folgt c € {—1,0,1}.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Sei also zunéchst ¢ = 0. Dann folgt d = +£1
(et +d|> #0,d € Z),a = +1 (ad — bc = 1). Somit folgt T = ¢(t) = T+ b analog
zu T. Aber wegen 7,7’ € D, T # ' folgt entweder b = 1,Re T = —3,Re T/ = 3 oder
b=—-1,ReT = %,Re 7/ = —3, in beiden Fillen jedoch 7,7’ € 9D.

Fiir ¢ = 1 existieren wegen |CT +d| <1 drei Moglichkeiten:

) |It|=1,d=0,

(i) T=1n,d=1,
(iii) T = —77,d = —1.

- ) a
17,7 € D,t # 7,7 ~ 7'. Wir kénnen uns also ein ¢ = (
c

Mehr Moglichkeiten existieren nicht, denn es gilt |[t| > 1 und fiir ¢ = 1 ist wegen
|ct 4+ d| < 1 nichts anderes als Fall (i) oder, in den beiden Punkten 7 und —7 Fall (ii)
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und (iii), moglich. Nun gilt fiir alle Moglichkeiten bereits T € dD. Der Fall ¢ = —1
kann durch Umdrehen der Vorzeichen von a,b,c,d zum Fall ¢ = 1 zurtickgefiihrt
werden. Daraus folgt die Behauptung.

Zu 2.: Zum Beweis der zweiten Behauptung fiihren wir die Fallunterscheidung, die
wir gerade genannt haben, durch.
Zu (i): Aus c = 1,d = 0 folgt mit ad — bc = 1 sofort b = —1, somit

g(t) = % =a— % Wenn nun 7 ¢ {1, —7} ist, dann muss a = 0 (denn —% wech-
_ 1 _ 1-(—x+iy) _ —x+iy . . .
selt wegen |T| = 1 wegen —= = ) (=) = TP lediglich das Vorzeichen des

Realteils von 7; somit a4 = 0, denn fiir a # 0 wiére g(7) ¢ D) und somit g = S sein.

Falls T = 7, dann kann auch 4 = —1 und somit ¢ = (_11 _01> = (ST)? sein. Es er-
gibt sich (ST)?(1) = %_1 =—-1-— % = —1+ 1 +i¥%? = 7. Falls T = —7, dann kann
aucha=1und ¢ = 1 _01 = TS. Genau wie eben ergibt sich TS(—77) = —7.

Zu (ii): Aus c = 1,d = 1 folgt mit ad — bc = 1 sofort b = a — 1. Dann ist

g(n) = aﬂ,;rfl_l = a(ﬂ,ﬁ%_l =a-— ,7% und es ergibt sich a € {0,1}. Fur a = 0 ergibt
sich g = ST = ((1) _11) und ST () = 5, fur a = 1 ergibt sich ¢(y) = —7].
Zu (iii): Der dritte Fall kann analog behandelt werden, die Ergebnisse kommen ge-

nau wie im Fall (ii) heraus, insbesondere (TS)? = <(1) :1) und (TS)?(—7) = —7.

Somit ergeben sich Stabg(17) = {1,ST, (ST)?}, Stabg(—7) = {1,TS, (TS)?}.
Stabg(i) = {1,S} folgt sofort aus (i). Stabg(t) = {1}, wenn T ¢ {i,5, —77} folgt
aus dem Beweis, da hier genau die Elemente T € D festgestellt wurden, die durch
die Operation wieder auf D abgebildet werden. Nur sie konnen einen nicht-trivialen
Stabilisator besitzen.

Zu 3.: Zu zeigen ist G’ = G. Dazu sei g € G und 7 € D.Da D nach 1. Fundamen-
talbereich der Operation von G’ auf H ist, muss ein Element g’ € G’ existieren mit

¢'(¢(1)) € D. Da aber 1y im Inneren liegt, darf es nicht zu einem anderen Element
aus D &quivalent sein. Somit muss gelten ¢'¢(79) = +E(1) und somit ¢'¢ = +E.
Also muss g € G’ sein. Daraus folgt die Behauptung. [
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(1.10) Bemerkung

Mit Satz (1.9) folgt die Behauptung von Bemerkung (1.7) an den Kern der Ope-
ration, da Core(H) = NecpStabg (7). £1 € Core(IH), aber es gilt Stabg(t) = {1}
fur t € D\ {i,n, -7} o

— Die Modulform —

Entsprechend dem Vortragstitel folgt jetzt die Definition der Modulform.

(1.11) Definition

Sei k eine positive, gerade, ganze Zahl, d.h. k = 2n,n € IN. Eine holomorphe
Funktion f : H — C wird Modulform genannt, wenn sie die folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

1.

f <Zis> = (ct+d)f(T) ¥ (Z Z) € SLy(2).

2. f besitzt eine Potenzreihen-Entwicklung in g = €27, das heift f ist holo-

morph im Unendlichen T = ico. o
(1.12) Satz
Aus der ersten Bedingung der vorhergehenden Definition folgt, dass
f(t) = f(T+Db) fir alle b € Z ist. Also ist f 1-periodisch. o
Beweis . b 1 b
Die erste Bedingung gilt fiir alle (c d) € SLy(Z), also auch fiir ( 0 1). Es ergibt
sich f(4%) = f(T +b) = f(7) = f(1) (D" B

Nach Satz (1.12) diirfen wir unter Zuhilfenahme von Satz (H.7) die Definition der
Modulform in eine etwas einfachere Schreibweise bringen.
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(1.13) Folgerung

Sei g = 2™, T € H.

Eine Modulform vom Gewicht k ist eine holomorphe Funktion f : H — C, die
fur |g| < 1 eine Darstellung als Summe

fww=iw%

hat und die die Gleichung
1
f(-3) =@

T

erfiillt. o

Beweis

Nach Satz (1.12) ist f periodisch mit Periodenldnge 1. Also existiert nach Satz (H.7)
eine Fourier-Reihenentwicklung in g = ¢?™7 : f(1) = ¥°, a,4". Nach der 2. Bedin-
gung von Definition (1.11) gilt sogar a, = 0 fiir < 0. Daraus folgt die angegebene
Reihe.

Nun ist noch zu zeigen, dass auch die erste Bedingung von Definition (1.11) er-
tullt wird. Wir wissen, dass G von S und T erzeugt wird, somit kann jede Matrix
g € SLy(Z) als Verkettung der Matrizen S und T geschrieben werden, das heifst
es gilt ¢ = ST .. STl fiir alle ¢ € SL,(Z) mit a;,b; € {0,1,—1} fiir alle
1 <i < n,n e IN. Wegen der 1-Periodizitdt von q = e*™T (Setze T + 1 in g ein.
Es ergibt sich g = ¢?(T+1) = (27iT27 — 27T . | Daraus folgt die 1-Periodizitit) gilt
f(Tt) = f(7). f(ST) = f(—21) = TFf(7) ist eine Voraussetzung, zudem kdnnen wir

T

wegen S~! = S die Beschriankung a; € {0,1} setzen.
Wir beweisen nun mittels Induktion nach 7, dass fiir beliebige ¢ = (Z Z) €SLy(2)

die Gleichung fiir Modulformen erfiillt ist:

(IA) n = 1: Polgt fiir S, T, T~ ! sofort. Zudem ist f((TS)(t)) = f(T(S(1))) =
f(5(0)), F((T7'S(7))) = £(S(1)) korrekt. ) ) )

Fehlt noch f((ST)(7)) = f(S(T(7))) = f(=17) = (T f(T7) = (T)*f(7) =
(t+1Dkf(1). ST = ((1) _11> ergibt in der Gleichung fiir Modulformen (7 +1)*f (7).
Also folgt auch (ST) richtig. (ST~ !) folgt analog.

(IV) Bis zur Lange n sei die Gleichung der Modulformen mit den Bedingungen aus
Folgerung (1.13) erfiillt.

(IS) Fiir g gilt die Induktionsvoraussetzung. Wir miissen zeigen, dass dann auch fiir
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Sg, Tg und T~ !¢ die Gleichung fiir Modulformen gilt. Nun ist

(V) k
f(88(0) = fl=g5) = () f((r) = (&24) (er+D)f(r) = (ar +b)*f (7).
Wegen Sg = (—ac _bd) ist die Gleichung fiir Modulformen auch fiir Sg erfiillt. Fiir

Tg gilt f(T(g(7))) = f(g(7)), genauso fiir T~L. Also erfiillt Tg die Gleichung fiir
Modulformen. Daraus folgt die Behauptung. O

(1.14) Bemerkung
Konvergiert die Reihe

o0
Y arq
r=0

fir alle g mit |g| < 1, so konvergiert die Reihe fiir § = > genau dann, wenn T
in der oberen Halbebene liegt. o

Beweis
Die Bedingung an die Konvergenz wurde gestellt zu |g| < 1. Nun gilt g = €27,
T = x + 1y € H, somit insbesondere y > 0. Es folgt

eZm’T| —

27ti(x+iy) | _

le le

|q| — | Zm'x727ry| — |i727ry| . ’e2TTZ'X| < 1.

<1 =1 O

Zum Abschluss dieses Kapitels zwei Beispiele fiir Modulformen. Die Beweise wer-
den in den nédchsten Vortragen folgen.

(1.15) Beispiel
1. Seik =2n,1 #n € N, T € H. Die Reihe

1
Gi(T) = —
(m,r?e 72 (mt +n)k
(m,n) # (0,0)

heifdst Eisensteinreihe vom Gewicht k und ist eine Modulform.

2. Sei I' C R" ein gerades, unimodulares Gitter, & das Standardskalarprodukt
auf R", te H,gq = ¢2™7T_ Die Funktion

r(7) == ) A0

xel

heifst Thetafunktion und ist eine Modulform vom Gewicht % o
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§2 Die Poissonsche Summenformel

Im Folgenden werden wir die Poissonsche Summenformel aufstellen und beweisen.
Sie wird in den néchsten Vortrdgen verwendet werden, um zu zeigen, dass gewisse
Funktionen (unter anderem die gerade definierte Thetafunktion) Modulformen sind.
Zu diesem Zweck definieren wir die Fourier-Transformierte einer Funktion f und
betrachten zunichst die Funktionen, die in der Summenformel verwendet werden,
genauer.

(2.1) Definition
Sei f : R" — C eine integrierbare Funktion. Dann existiert eine
Fourier-Transformierte f von f definiert durch

Fy) = [ fla)e 2 e ax
/

Hierbei bezeichnet ® das Standardskalarprodukt.

(2.2) Lemma
Sei I' C R" ein Gitter. Definiere f : R"” — C eine stetige Funktion, die folgende
Bedingungen erfiillt:

1. fge [f(x)]dx < oo,
2. Ist K € R" ein Kompaktum, so konvergiert die Reihe Y . |f(x + u)]

gleichméflig auf K,
3. Die Reihe }_ 1+ | f(y)| ist absolut konvergent.
Dann gilt:
1. Es existiert eine Fourier-Transformierte f(y) := [, f(x)e 2 ®&¥) von f.
2. Die Funktion F(u) := Y cr f(x + u) ist stetig auf R". o
Beweis

Dass f(y) existiert ist klar, denn da f stetig ist, folgt sofort, dass f integrierbar ist.
F(u) := Y yer f(x 4 u) ist stetig auf R": Folgt mit der 2. Bedingung an die Funktion
aus Analysis IIL O

Damit haben wir alles zusammen, um die Poissonsche Summenformel angeben und
beweisen zu kénnen.

10
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(2.3) Satz (Poissonsche Summenformel)
Sei I' C R" ein Gitter und f : R” — C eine Funktion, die die Bedingungen aus
Lemma (2.2) erfiillt. Dann gilt

Beweis

Zur Vereinfachung nehmen wir zundchst an, dass I' = Z" ist. Die oben definierte
Funktion F(u) := Y, cr f(x + u) ist nach dem Lemma stetig und Z"-periodisch in
u, dh. Flu+y) = F(u) Vy € Z" (denn fir y € Z" gilt aufgrund der absoluten
Konvergenz der Reihe F(u+y) = Y yezn f(x +u+y) =Y ez f((x +y) + u). Nun
ist (x +y) € Z", deshalb kann y in der Reihe weggelassen werden. Es folgt
F(u+y) = F(u)). Somit kann F in eine Fourierreihe

Z eZm’@(u,y)a(y)
yezn

mit a(y) = || o1 F (£)e 2m®WHdt entwickelt werden (Gestalt der Reihe folgt aus
(H.6) und (H.7)).

Wir zeigen nun, dass a(y) = f(y) ist. Aus Bedingung 3 erhalten wir dann (da hier
Z" = T* ist und wegen ®(u,y) € R gilt, dass |e2™®#¥)| = 1 ist) die absolut gleich-
maéfiige Konvergenz der Fourierreihe, welche (nach Satz (H.7)) gegen die stetige
Funktion F konvergiert. Wir erhalten dann

FO)=) f(x)= ) f)

xel yeZ"
welche wegen vol(R" /Z") = 1 genau die Summationsformel ist.
Zeige also, dass a(y) = f(y). Es ist

El(y) — / Z f(x_{_t)efszb(t,y)dt
[0,1]" xezZm

= )
xezZm

/ f(x + t)e—Zm'CD((t—l-x),y)dt
[0,1]"

=¥ [ reermoal — fy)

n
YEZT o

11
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Zur Gleichheit der ersten Umformung sei gesagt, dass e~ 27 ®(ty) = o= 2i®((t+x)y),
da e 2mi®((tHx)y) = =27i®(Ly)—27i®(xY) Nun sind x,y € Z", somit ®(x,y) € Z.
Daraus folgt e=>®(*¥) = 1. Demnach haben wir in der ersten Umformung lediglich
mit 1 multipliziert.

Daraus folgt die Behauptung fiir I' = Z".

Im allgemeinen Fall ist ' = M - Z", wobei M € GL,(RR) ist. Wir wissen, dass
I* = (M")~1.7Z" ist. Also folgt aus obigem Beweis

Y f) =) fMx):= ) fulx)= ) fu(y),

xel xeZ" xezZ" yeZ"
wobei fj; dann gleich

fuly) = [ f(Mpe2m@0ay
]Rl’l

1
det M

/f(t/)e—ZrciCD((M1t’),y)dt/, (t _ M—lt/)
Rn

- v—ol(nin Ay (M) 7Ty), (M7, y) = &(F, (M) Ty))

ist. Um die Gleichheit der letzten Umformung zu zeigen schreibe das Skalarprodukt
®(x,y) = x'" - y als Matrizenprodukt. Mit Assoziativitit folgt die Gleichheit.

Wegen T'* = (M!)~1 . Z" folgt
1

flx) = ) = ———= Y f(y)
Li®=1 VoI(R/T) .
die Poissonsche Summenformel. O

Wir haben also die Poissonsche Summenformel bewiesen. Als letzten Teil in diesem
Vortrag betrachten wir eine Funktion mit besonderen Eigenschaften hinsichtlich der
soeben bewiesenen Summenformel.

12
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(2.4) Beispiel
Die Funktion f : R" =+ R : x — e P(xx) jgt gleich ihrer Fourier-Transformierten,
das heifst

e—nd>(x,x)e—27rid>(x,y)dx _ e—mb(y,y) v ye 1.

R” %

Beweis

Man kann sich einfach klarmachen, dass es reicht, die Formel fiir n = 1 zu zeigen
(schreibe dazu x = (x7 ... xy) " y analog und spalte das Integral in die eindimen-
sionalen Teile auf). Es ist f(y) = [ e~ e =27 Ay fiir y € R die Fouriertransfor-

7TX

mation von f(x). Partielle Integration mit g(x) = e 2™, I/ (x) = —27xe™ ™ zeigt,

dass

f'ly) = /—27Tixe_"xze_2"ix3/dx = 27ty f(y).
R
Mit dieser Gleichung folgt, dass die Ableitung des Quotienten

(v)

e~y

A

0 ergibt. Also gibt es eine Konstante c, sodass f(y) = ce™™" Vy € R. Also auch fiir

£(0) = / e ™ dx = 1

R

nach der Fehlerfunktion (erf(x) = \% I e~ T dT; substituiere x’ := \/7x). Also ist
c = 1, daraus folgt die Behauptung. [
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