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Abstract

Ziel des Vortrags ist es zu zeigen, dass die Menge der Modulformen eine durch das
Gewicht graduierte C —Algebra bildet. Wir werden sehen, dass die normierten Eisen-
steinreihen F,; und Ejg ein Erzeugendensystem fiir diese Algebra bilden. Dariiber hinaus
erhilt man als Folgerung die Eindeutigkeit des Eg-Gitters als unimodulares gerades Git-
ter von Rang < 8.

1 Die Gewichtsformel

Wir wollen im ersten Abschnitt die Gewichtsformel fiir Modulformen erarbeiten. Dazu
zunéchst einige Grundlagen und Definitionen.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir jede ganze Zahl k die Menge der Modulformen von
Gewicht k& mit M.

Lemma 1.1 Fir jede ganze Zahl k ist M, ein C-Vektorraum.

BEWEIS Seien f,g € M, Modulformen von Gewicht k&, « € C. Dann sind f und g
holomorph auf H, also ist auch af 4+ ¢g holomorph auf H. Weiter gilt fiir jedes 7 aus H

ar +b
ct +d

(af +9) ( ) = aler + d)F - F(7) + (e + d)F - g(7)

= (cr+d)" - (af + g)(7) ,

fiir alle <CCZ Z) € SLy(Z). Eine Fourier-Entwicklung von (af + g) ergibt sich aus den

Fourier-Entwicklungen von f und g. n

Wir wissen bereits, dass Modulformen in jedem Punkt p € H in eine Potenzreihe ent-
wickelbar sind. So wie wir die Modulformen eingefiihrt haben gilt per Definition, dass
jede Modulform f auferdem eine Potenzreihenentwicklung in ¢ = €*™", also genauer
eine Fourier-Entwicklung der Form

besitzt, wobei wir my > 0 voraussetzen. Wir werden diese Eigenschaften ausnutzen um
die Ordnung einer Modulform in einem Punkt p € H zu definieren.



Definition 1.2 Die kleinste nicht-negative ganze Zahl r, fir die der Koeffizient a, in
der Potenzrethenentwicklung von f um p von Null verschieden ist, heifst die Ordnung
von f in p und wird mit v,(f) bezeichnet. Auferdem bezeichne v (f) den Index des
kleinsten von Null verschiedenen Koeffizienten in der Fourier- Entwicklung von f.

Zur Vorbereitung auf das nédchste Lemma bendtigen wir eine Aussage aus der Funk-
tionentheorie, die wir ohne Beweis angeben.

Lemma 1.3 Seien U C C offen, zgo € U und f : U — C holomorph. Dann sind
dquivalent:

(i) f hat in zy eine Nullstelle der Ordnung n.

(ii) Die Potenzreihenentwicklung von f um zy hat die Form

f(z) = iak(z — 20)* mit a, # 0.

k=n

(11i) Es gibt ein r > 0 und eine holomorphe Funktion g : K.(z9) — C mit

f(z) = (z = 20)"g(2)
fir alle z € K, (z0) NU und g(zo) # 0.

Wir sehen also, dass v,(f) tatsichlich die Nullstellenordnung von f in p beschreibt. Die
Darstellung aus (7i7) wird sich im folgenden Beweis als sehr niitzlich erweisen.

Lemma 1.4 Es ist v,(f) = v,,(f) fir alle g = (CCL Z) € G:=8SLy(Z)/{£1}.

BEWEIS Sei ¢ = g~ 'p. Aus dem vorangehenden Lemma erhélt man, dass v,(f) = n gilt,
genau dann, wenn eine in einer Umgebung von p holomorphe Funktion h existiert mit

h(p) # 0 und f(7) = (7 — p)™ - h(7). Also hat man

f(7) = (er +d) " f(g7) = (em + d)™" - (g7 — gq)"h(g7)
=(1—q)" ((et +d) " "(cq + d)"h(g7)) .

-

=h!(T)

Dabei ist h/(7) holomorph auf einer Umgebung von ¢ und h'(q) # 0, also ist v,(f) =
n = vp(f). [



Somit héngt v,(f) also nur von der Restklasse von p in H/G ab. Im Folgenden bezeichne

stets G := SLo(Z)/{£1}, sowie S = ((1) —01) und 7' = ((1) D

Lemma 1.5 Firp e H gilt

2, p=i(mod G),
| Staba(p)| = {3, p=1n (mod G),

1, sonst.

BEwEIsS Wir haben im Vortrag zu Modulformen bereits die Stabilisatoren fiir jedes
p € D bestimmt,wobei D den Fundamentalbereich der Operation der Modulgruppe
bezeichne. Der Beweis ergibt sich nun aus der Tatsache, dass Sn = —7 gilt und sich die
Stabilisatorordnung unter Kongruenz erhélt. n

Um die Gewichtsformel beweisen zu konnen benétigen wir erneut Aussagen aus der
Funktionentheorie.

Satz 1.6 (Identitdtssatz) Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann
sind dquivalent:

(i) =0,

(ii) Die Nullstellenmenge von f hat einen Hdufungspunkt in G.

Satz 1.7 (Argumentprinzip) Sei U C C offen, f : U — CU{oco} meromorph und auf
keiner Wegzusammenhangskomponente von U konstant. Seien a1, as, ... die Nullstellen
bzw. by, by, ... die Polstellen von f in U jeweils mit Ordnung v,,(f) bzw. p, (f). Dann
qilt fiir jeden nullhomologen Zyklus 1" in U, der keinen dieser Punkte trifft

_f’

o E Vat nr at E ’/b,/ s nr bt/)

Dabei bezeichnet nr(a,) die Umlaufzahl von a,. Diese besitzt fir Umlaufrichtung im Uhr-
zeigersinn ein negatives, sonst ein positives Vorzeichen. (Fir eine exakte Definition der
Umlaufzahl verweisen wir auf [2].)

Lemma 1.8 Ist f auf H holomorph und 1-periodisch, so ezistiert eine auf K,(0) \ {0}
holomorphe Funktion F mit der Figenschaft

f(r)=F (™).



Ist F' auf K1(0) holomorph fortsetzbar, so ist f in eine Fourier-Reihe

f(T) — Z ameQﬂ'imT

m>mg

entwickelbar. In Ubereinstimmung mit dem Verhalten von F bei 0 sagt man, dass f bei
100 holomorph ist, falls mg > 0 gilt und eine Nullstelle der Ordnung mo hat, falls mg > 0
qgilt.

Nun haben wir die notigen Voraussetzungen gegeben um die Gewichtsformel zu formu-
lieren.

Satz 1.9 (Gewichtsformel fiir Modulformen) Sei 0 # [ eine Modulform von Ge-
wicht k. Es qilt

1 1 1 k
I/ioo(f)"’ Z ml/p(f) = Vioo(f)+§l/i(f)+§l/n(f)+ Z yp(f) = E
pel/G P[]

peH/G

BEWEIS Sei zunéchst 0 # f konstant, dann ist v,(f) = 0 fiir jedes p € HU {ico} und f
hat Gewicht 0, also ist die Gleichung erfiillt. Sei also im Folgenden f eine nicht konstante
Modulform von Gewicht k.

Da f holomorph in ico ist, existiert eine Funktion F wie in (1.8), welche in 0 holomorph
fortsetzbar ist und ein p > 0, sodass I’ nach dem Identititssatz keine Nullstellen fiir
0 < |q| < p besitzt. Wir definieren durch die Ungleichung Im(7) < ¢*™ eine kompakte
Teilmenge D, von D. Da f aufierdem holomorph auf H ist, kénnen wir den Identitéts-
satz auf beliebige Gebiete in H anwenden und konnen so insgesamt sicherstellen, dass
hochstens endlich viele Nullstellen von f in D, und keine Nullstellen von f auferhalb
von D, existieren. Wir wollen nun den Satz vom Argumentprinzip anwenden, also die lo-
garithmische Ableitung von f entlang des Randes von D, integrieren. Allerdings konnen
wir nicht ausschliefsen, dass f Nullstellen im Integrationsweg besitzt. Deswegen modi-
fizieren wir den Integrationsweg so, dass wir auftretende Nullstellen umlaufen. Das ist
stets moglich, da f nur endlich viele Nullstellen besitzt (vgl. Abbildung 1).

Dabei wéhlen wir den Radius e der Kreise um die Nullstellen mit Hilfe des Identitétssat-
zes 5o klein, dass der modifizierte Weg € gerade die Nullstellen von f in D, aber keine
neuen Nullstellen umliuft. Mit dem Satz vom Argumentprinzip erhalten wir dann

= fl(T)dT: Z vp(f)-

21 Je f(7) p#[i],[n]
peH/G
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Abbildung 1: Modifizierter Integrationsweg €

Dabei ist per Wahl des Radius die Summe auf der rechten Seite nicht abhingig von e,
sodass wir den Grenzwert

iy [

betrachten kénnen. Wir teilen den Integrationsweg entsprechend Abbildung 1 auf und
berechnen im Folgenden die Integrale entlang der Wegstiicke.

dr = lim ()= D wlf)

e—0
p#[],[n] p#[],[n]
peH/G peH/G

Wir haben schon gesehen, dass Modulformen 1-periodisch sind. Also loschen sich Teile
des Integrationsweges gegenseitig aus, denn es ist

o R o DY B . V N / G
~ fr)

T = T =
2w f(7) w f(7) o fT+1)
Betrachten wir als niichstes den Weg v, unter der Transformation ¢ : 7+ €*™7. Es ist

<[4

Yo = {IE + e




also wird 7 € 7, abgebildet auf

27p

e—27re e?ma:

mit z € [—3,3], also 2miz € [—mwi, mi]. Somit wird der Weg 7, auf einen Kreis mit
Radius 2™ < 1 um Null abgebildet, wobei eine Vergroferung des Tmaginérteils in
einer Verkleinerung des Radius resultiert. Per Wahl von p gilt dann, dass die einzige
Nullstelle von f im Inneren dieses Kreises bei i0co liegen kann. Somit erhalten wir wieder

mit dem Argumentprinzip

f’(T) . M - F/(T) o
o (1) " /Yo F(emir) ir= /w(vo) F(r) ¢ 2miWioo(f)-

Das negative Vorzeichen resultiert dabei aus der Umlaufrichtung im Uhrzeigersinn.

Betrachten wir nun das Integral entlang des unteren Randes von D,. Fiir (x + iy) € H
gilt
1 1

S ) = —— —
(z + 1) r+iy  |r+ iy

(—x +1iy) .

Also ist Si = ¢ und Werte auf dem Einheitskreis werden an der imagindren Achse
gespiegelt. Auferdem muss dann fiir Im 7 > 1 schon Im S7 < 1 gelten und umgekehrt.
Da die Operation mit S der stetigen Abbildung (7’ — —%) entspricht erhalten wir zwei
Wege v und S wie in Abbildung 2.

Abbildung 2: Die Wege v und Sy

Mit der Identitét f(S7) = 7% f(7) erhilt man

P87 k@) ) 1
R A )




Damit gilt dann

F(r) f(r) 7(r) £(r) Fio)
STes R Moo S By e S T d”/@ CRN
(

[5G [5G e [ [t

wobei wir mit k; bzw. kg die Bégen um n und —7 bezeichnen. Also ist

2 lim ' <T '_)0 ( () dr + r') dr+

e—0 (7‘ f(T) Kz f(T)
o () I, [k,
Ki f(T) ar " KSz f(T) i " K2 f(7—> ! /'Y T ! )

—27Ti(—vz-(f)—Vz(f)+vz(f))+§g5< / (()) dr + f’g; i [ ﬁd>

nach dem Argumentprinzip und wegen v,(f) = vg.(f). Der Winkel zwischen 1 und Sp
ist 2. Wenn wir den Integrationsweg geeignet parametrisieren erhalten wir

Lk 1 —mi 5 (2-7) ik
lim —drzk/ 3 g 2T
4T 0

Py o5 @) 6

Durch anwenden von 7S und (77'5)? auf k, erhalten wir einen Zykel um —7, also
liefert uns das Argumentprinzip erneut zusammen mit der Unabhéngigkeit der Nullstel-
lenordnung vom Radius

2mivy(f) = 2miv_gz(f) = lim f'(7)

€20 J hoo+(T=18) ko +(T—18) 2k f(7)
/
k
stim [ L) gr i [ F = dr + lim

dr
e—0 Ko f(T) e—0 Ko e—0 K2 —1 )

dr =

wobei die beiden letzten Grenzwerte verschwinden. Also haben wir
1 . (1) 1
—1 dr = - )
2mi €30 /ﬂ () = gnl)
Schliefslich ergibt sich die gewiinscht Formel durch

mi 3 wp() =ty [ 20 ar —omi (vt = G = ) + 55 )
p#[i);[n]
peH/G -




2 Die Algebra der Modulformen

Es sei £ : M, — C, f — f(ico) das lineare Funktional, welches eine Modulform von
Gewicht k auf den Koeffizienten ag = f(ico) in der Fourierentwicklung f(7) = Y72, a,q"
abbildet. Der Kern dieser Abbildung bildet einen C-Vektorraum, den wir mit M} be-
zeichnen. (Der Vektorraum der Spitzenformen.)

Lemma 2.1 Fir k > 4 gerade gilt
M, = M} © C E},
wobei By, die normierte Eisensteinreshe von Gewicht k bezeichne.

BEWEIS Wegen der Linearitdt von £ gilt nach dem Homomorphiesatz
dim (M;,/M}) = dim (M /Ker(£)) = dim (Img(£)) € {0,1},

da Img(L) C C. Sei nun k > 4 gerade. Im Vortrag zu Eisensteinreihen haben wir bereits
gesehen, dass fiir die normierte Eisensteinreihe immer Ej € M, und Ej(ico) =1 # 0
gilt. Also folgt zunéchst Ejy ¢ M} und damit dim (M /M) = 1. Wegen Ej, € My, \ M}
muss dann schon My, = M & C Ej, gelten. -

Wir wollen nun Aussagen iiber die Struktur von M, fiir wichtige Spezialfille herleiten.

Satz 2.2 Fs g¢ilt
(i) My = {0} fir k <0, fir k ungerade und fir k = 2.
(it) My_12 = M} vermige Multiplikation mit A = = (B3 — E3).

(i) My = C, MY = {0} und fiir k = 4,6,8,10 ist M = C E}.

BEWEIS Zu (i): Sei 0 # f € M,. Die Gewichtsformel liefert

1 1 a
oo ) + 50D + 3+ 3 wlf) =55
p#[i],[n]
peH/G

Per Definition sind alle Terme auf der linken Seite der Gleichung nicht-negativ, also gilt
dies auch fiir k. Auferdem gilt v, € Ny fiir jedes p € H, sodass stets gelten muss

Foalip g
2 %3 37 @



fiir a,b,c € Ny. Insbesondere ist dann k gerade und % >
k # 2. Insgesamt folgt damit die Behauptung.

% fiir £ # 0. Also ist

Zu (ii): Die Multiplikation mit A ist linear.

Im Vortrag zu Eisensteinreihen haben wir bereits gesehen, dass v;,,(A) = 1 gilt. Dann
folgt wiederum aus der Gewichtsformel, dass fiir alle p € H schon v,(A) = 0 gilt, was
bedeutet, dass A auf H stets ungleich 0 ist. Also liefert die Multiplikation mit A einen
trivialen Kern und ist somit injektiv.

Sei nun f € My beliebig. Wegen A # 0 auf H konnen wir g : L « setzen. Wir zeigen
g € My_15. Da f eine Modulform von Gewicht k ist und A eine Modulform von Gewicht

12, gilt
ar +b\ _ (e +d)f(r) k—12
g(c¢-|—d> o (CT—i—d)lQA(T) = (CT+d) g(T)_

Da A auf H nicht verschwindet ist A~! und damit auch ¢ holomorph auf H. Fiir p € H
haben wir gesehen, dass 1v,(g) = v,(f) gilt. Wegen v;,(A) = 1 besitzt ¢ in ico einen Pol
erster Ordnung. In diesem Fall ergibt sich die Ordnung von ¢ in 700 durch

Vieo(9) = Vioo(f) = Vico(A) = Vi (f) — 1,

also vi(g) > 0, da f € M. Das bedeutet aber gerade, dass g holomorph in ioco ist.
Also ist g € Mj._15 und Ag = f. Das heifst die Multiplikation mit A ist auch surjektiv.
Zu (iii): Sei k < 10, also k—12 < 0. Nach (i) und (ii) gilt dann MY = M1, = {0}. Also
gilt My = C Ej, fiir k = 4,6, 8, 10. Sei nun f eine Modulform von Gewicht 0. Wére f nicht
konstant, wiirde die Gewichtsformel fiir (f — f(i)) € My einen Widerspruch liefern. Wére
nadmlich f nicht konstant, so wire f — f(i) # 0 und nach der Gewichtsformel miisste fiir

jedes p € H/G dann v,(f — f(i)) = 0 gelten. Insbesondere wire also v;(f — f(i)) = 0
und man hétte

oo

(f — ZarT—z —a0+ZarT—z

r=0

wobei ag nicht Null wére. Speziell fiir 7 = ¢ folgt dann
0=f@)—f@)=(f = f(@)() = ao

und somit ein Widerspruch. Andererseits ist jede konstante Funktion holomorph und
eine Modulform von Gewicht 0, daher kénnen wir M, mit C identifizieren. n

10



Lemma 2.3 Fir e D gilt
Ey(1) =0 genau dann, wenn 7 =1

und
Es(1) =0 genau dann, wenn T = i.

Auperdem ist v;(Eg) = v, (Ey) =

—_

BEwWEIS Es ist

1 1 4 1
Vioo(E4) + §VZ(E4) + gl/n(EAL) + Z Vp(E4) = —= = g
p#li],[n]
peH/G
Also ist v, = 1 und v, = 0 fiir alle p # 7. Insbesondere ist Fy(p) = 0 genau dann, wenn
p = n gilt. Der Beweis fiir Eg verlauft analog. n

Per Definition ist klar, dass f = 0 eine Modulform beliebigen Gewichts ist. Wir wollen
das Gewicht einer Modulform f # 0 untersuchen.

Lemma 2.4 Das Gewicht einer nichttrivialen Modulform ist eindeutig bestimmt.

(1) _01) € G. Dann
gilt fiir jedes 7 € H mit f(7) # 0 per Definition f(S7) = 7°f(7) = 7¥ f(7), also 7% = 7%,
Die Periodizitit von f garantiert nun, dass es unendlich viele verschiedene solcher 7 € H
geben muss. Das bedeutet, dass die Polynome p(z) = 2* und ¢(z) = 2* an unendlich
vielen, also insbesondere an mehr als max{k + 1, k" + 1} Stellen iibereinstimmen. Der
Identitétssatz fiir Polynome liefert dann k& = £'. n

BEWEIS Sei 0 # f eine Modulform von Gewicht k£ und £/, und S = <

Wir benétigen noch eine weitere Definition, bevor wir zur Algebra der Modulformen
kommen.

Definition 2.5 Sei K ein Korper, (I',4+) kommutativer Monoid. Eine I'-Graduierung
auf einem K -Vektorraum ist ein System (VV)%F von Untervektorrdumen von V', sodass

qilt:
Vﬂ@%

~yel

FEine I'-Graduierung auf einer K-Algebra A ist eine Graduierung auf A als Vektor-
raum, die zusdtzlich folgende Eigenschaft erfillt:

Ay As C Ay

11



Korollar 2.6

M = é Mk
k=0

ist eine graduierte C-Algebra.

BEWEIS Nach Lemma(2.4) ist das Gewicht einer nichttrivialen Modulform eindeutig.
Damit folgt, dass M = @;_, M eine direkte Summe von C-Vektorrdumen ist. Auf
dieser ist durch My x M, — My, (f,g9) — f - g eine Multiplikation definiert. Denn
es ist fg(ZTTIS) = (et + d)f(ct +d) - f(7) - g(1) = (c7 + d)FF - fg(1). Aukerdem ist
fg holomorph auf H, da f und g jeweils auf H holomorph sind. Eine geeignete Fourier-
Entwicklung erhélt man durch das Produkt der Fourier-Entwicklungen von f und g.
Also haben wir eine wohldefinierte Multiplikation beziiglich welcher sich das Gewicht

additiv verhélt, was M zu einer graduierten C-Algebra macht. n

Definition 2.7 Sei A eine K-Algebra. f1,..., [, € A heiffen algebraisch abhdngig
tber K genau dann, wenn ein 0 # p € Klzy,...,x,] existiert, mit p(fi,..., f,) = 0.
Ezxistiert ein solches p nicht, so heiflen fi,..., [, algebraisch unabhdngig iiber K.

Satz 2.8 FEs gilt
M = C|E,, Eg).

Das heifit die Algebra M der Modulformen ist isomorph zur Polynomalgebra C|E,, Eg]
der komplexen Polynome in den normierten Fisensteinreihen Fy und Fg.

BEWEIS Wir zeigen zuerst, dass jedes f € M, Linearkombination von Elementen aus
{EZ‘E(’? | 40+ 68 = k} ist. Nach (2.2) ist dies fiir k£ = 0,4, 6 bereits gezeigt. Auferdem
ist M = 0 fiir £ = 2 und k ungerade. Sei also k > 8 gerade, f € M. Dann ist
k =0 mod 4 oder k£ = 2 mod 4. Wir setzen

g:= B} E;

mit a =7, f=0,falls k =4r und a =r —1, g =1, falls k = 4r + 2. Dann ist g eine
Modulform von Gewicht 4o + 68 = k mit g(ico) # 0. Also existiert ein A in C, sodass
(f — Ag)(ic0) = 0 ist.

Wir unterscheiden zwei Falle. Fiir £ < 10 ist f — Ag = 0 nach Satz(2.2(ii)). Fiir £ > 12
existiert nach Satz(2.2(iii)) ein h in My_1o mit f — Ag = Ah. Wir zeigen schlieflich per
Induktion iiber £, dass f als komplexes Polynom in F, und Ejg darstellbar ist.

(IA) Fir k = 12 ist k — 12 = 0, also M = C. Demnach existiert ein ¢ € C, so-
dass f = ¢A + Ag. Dabei ist die rechte Seite per Definition ein Polynom in E, und Fj.

12



(IS) &k = k+2: Esist f = Ag+ Ah mit h € My2)—12. Somit ist h nach Indukti-
onsvoraussetzung als komplexes Polynom in E; und FEg darstellbar. Wieder folgt per
Definition von g und A, dass dann auch f in gewiinschter Weise darstellbar ist.

Es bleibt die algebraische Unabhéngigkeit zu zeigen. Sei dazu p(FEjy, Fs) eine algebraische
Abhéngigkeit. Dann ist jedes in p(E}y, Fg) vorkommende Monom von gewichtetem Grad
k eine Modulform von Gewicht k. Wir konnen p so wahlen, dass dieses Gewicht stets
dasselbe ist, da wir sonst einen Widerspruch zur Graduiertheit erhielten. Also konnen
wir ObdA davon ausgehen, dass p ein homogenes Polynom von gewichtetem Grad k fiir
ein k € N ist. Angenommen FEj teilt nicht jedes Monom in p(Ey, Eg). Dann kénnen wir
p(E4, Eg) schreiben als
p(Es, Eg) = cEy’ + Eqq(Ex4, Eg),

mit 0 # ¢ € C, € N5 und ¢ homogen von gewichtetem Grad k — 6. Da aber Eg(i) =0
und F4(i) # 0 gilt muss ¢ = 0 gelten, da sonst nicht p(Ey, Fg) = 0 gelten konnte. Also
teilt Fg jedes Monom in p. Wir konnen nun FEjy einmal abspalten und die Argumenta-
tion wiederholen, bis Fg nicht mehr jedes Monom teilt und wir so einen Widerspruch
erhalten. -

3 Anwendung und Beispiele

Als Anwendung der letzten Resultate wollen wir schlieflich zwei Beispiele betrachten.
Zum einen werden die Eindeutigkeit des Eg-Gitters als gerades unimodulars Gitter von
Rang < 8 zeigen, zum anderen bestimmen wir die ¥-Reihe des Leech-Gitters.

Zur Erinnerung:

r /v 0/T] R

A, Z/n+1)Z n+1 n(n+1)

D, {(Z/QZ) X (Z ]27Z) , n gerade 4 on(n —1)
(Z /A7) , n ungerade

Es Z/3Z 3 72

E. Z/2Z p 126

Es {0} 1 240

Dabei sei R := {x € ' | (z,z) = 2}. Die Tabelle zeigt eine vollstandige Charakterisierung
der irreduziblen Wurzelgitter. Im Folgenden Beweis interessiert uns vor allem die Anzahl
der Wurzeln.

13



Satz 3.1 Sei @' ein gerades unimodulares Gitter in R®. Dann ist I isomorph zu Eg.

BEWEIS Sei I ein gerades unimodulares Gitter in R® und ¥p die zugehorige Theta-Reihe.
Dann haben wir bereits friither gesehen, dass ¥ eine Modulform von Gewicht 4 ist und
in (2.2) haben wir gesehen, dass dann

M4 — (C ‘E4
ist. Da I' Gitter ist, besitzt ¥ konstanten Term 1. Man hat daher
Up(1) = E4=1+240q + [...],

also
Hz el |z -z =2} = 240.

Das heifst, dass I' 240 Wurzeln besitzt. Diese erzeugen ein Teilgitter, welches von Rang
< 8 sein muss. Die obige Tabelle zeigt allerdings, dass abgesehen von Eg alle Wurzelgitter
von geeignetem Rang weniger Wurzeln enthalten. Also ist das erzeugte Wurzelgitter von
Typ Eg. Da sowohl Eg als auch I' unimodular sind, gilt det(Eg) = det(I') = 1, also

schlieflich |T'/Eg| = Ciit&)) = 1. Damit folgt die Isomorphie. -

Wir konnten also durch die Struktur der Algebra der Modulformen auf die ¥J-Reihe
und damit die Struktur des Gitters schliefsen. Wir wollen zum Schluss noch ein Beispiel
betrachten, bei dem wir ausgehend von Eigenschaften des Gitters die zugehorige v-Reihe
bestimmen.

Lemma 3.2 Sei L C R** ein gerades unimodulares Gitter, das keine Wurzeln enthdlt.
Dann gilt
9, = B} — T20A.

BEWEIS L ist gerade und unimodular, also ist die zugehdrige ¥-Reihe eine Modulform
von Gewicht 12, das heifst ¥; € M. Es ist dim (Mlg) = dim ((C E12> + dim (M()) = 2.
Wir haben gesehen, dass dann My, = (E3, E2) gilt, also haben wir

V= al} + bES,
mit a,b € C. Wir bestimmen jeweils die ersten 3 Koeffizienten der Erzeuger zu

E3 =1+3-240q + 747 - 240¢* + . ..
E2 =1—2-504q +438 - 504¢* + ...
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Nun stellen wir zwei Bedingungen an ;. Wir verlangen zum einen wie oben, da es einen
eindeutigen Vektor der Lange 0 gibt, dass

a+b=1
gilt. Zum anderen soll L per Voraussetzung keine Wurzeln besitzen, also haben wir
720a + (—1008)b = 0.

Mit diesen beiden Bedingungen ergeben sich a und b eindeutig zu

a=-—und b= —.
12 12
Also erhalten wir . .
U = —=E} + —Eg = E} — T20A.
LTt Tt T
Damit wissen wir nun aufterdem, dass ein solches Gitter 1—72-747-240—1—1‘:’—2-438-504 = 196560
kiirzeste Vektoren der Lange 4 besitzen muss. n

Im nédchsten Vortrag ,Gewichtszdhler von Codes* werden wir eine Verallgemeinerung
dieser Aussage sehen und im Vortrag ,Golay-Code und Leech-Gitter werden wir sehen,
dass das Leech-Gitter ein 24-dimensionales, gerades unimodulares Gitter ohne Wurzeln
ist.
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