Codes und Codegitter

Katharina Distler

27. April 2015



Inhaltsverzeichnis

1 Codes

2 Codegitter

14



Einleitung

Die folgende Seminararbeit behandelt das Konzept von Codes und Codegittern. Da
sie bei der Informationsiibertragung eine wichtige Rolle spielen, werden insbesondere
fehlerkorrigierende Codes betrachtet. Bei jeder Art der Kommunikation kann es pas-
sieren, dass es beim Ubertragen einer Nachricht zu Stérungen kommt. Dies motiviert
das Kodieren einer Nachricht mit gewissen Zusatzinformationen, sodass im Prozess der
Dekodierung mégliche Ubertragungsfehler gefunden und korrigiert werden konnen. Das
Entwerfen solcher fehlerkorrigierender Codes ist das Thema der Codierungstheorie. Das
Hauptproblem dabei ist mdéglichst effiziente Codes zu finden.

Codes stehen im Zusammenhang zu Gittern, da sich geeignete Gitter definieren lassen,
sodass sich die FEigenschaften des Codes auf das zugehorige Gitter ,iibertragen®. Dies hat

den Vorteil das sich bestimmte Eigenschaften besser iiber Gitter nachrechnen lassen als
iiber den Code.

Im ersten Kapitel werden zunéchst Codes definiert und ihre wichtigsten Eigenschaften
untersucht, durch Beispiele wie den Bindre Wiederholungscode und den besonders ef-
fizienten Hammingcode werden diese dann veranschaulicht. Im zweiten Kapitel werden
dann Codegitter definiert und der Zusammenhang von Codes zu Codegittern untersucht.
Abschliefsend wird aus dem erweiterten Hammingcode das FEg-Gitter konstruiert.

Die Seminararbeit basiert auf den Abschnitten 1.2 und 1.3 des Buchs ,Lattices and
Codes” von Wolfgang Ebeling. Dieses Buch beinhaltet Mitschriften der von Friedrich
Hirzebruch gehaltenen Vorlesung im Jahr 1988 /89.



1 Codes

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in die Codierungstheorie. Es werden Codes
definiert und ihre wichtigsten Eigenschaften untersucht. Anhand von Beispielen wie dem
Bindren Wiederholungscode und dem Hammingcode wird das Hauptproblem der Codie-
rungstheorie deutlich: Effizienz.

Mathematisch ist eine Nachricht eine endliche Sequenz von Symbolen eines Alphabets,
wofiir man einen endlichen Kérper F, mit ¢ = p” (p Primzahl) Elementen verwendet. Aus
naheliegenden Griinden wihlt man in der Kommunikation- und Computertechnologie
meistens den Korper Fy mit den Elementen Null und Eins. Jedes dieser Elemente nennt
man ein "Bit".

Kodieren kann als injektive Abbildung f : F’q“ — [y mit n > k > 0 gesehen werden. Das
Bild dieser Abbildung f, f(F’;) =: C C I heift ein Code der Lénge n.

Definition 1.1 Ein Code C der Linge n ist eine nichtleere echte Teilmenge des F.
Die Elemente von C heiffen Codewdérter und n die Wortlange von C.

Bemerkung 1.2 Sei C ein Code.
C' heifit trivial, wenn |C| = 1. Falls ¢ = 2, bzw. ¢ = 3, heifst C' Bindrcode, bzw. Trindr-
code.

Beispiel 1.3

Nachricht dekodierte Nachricht
= ~ - -
ae]F]; fla)eC b gb)eC

Als erstes wird die Nachricht kodiert. Sie verlisst den Kodierer als Codewort f(a) des Co-
des C' und wird iber den Kanal zum Dekodierer geschickt. Hierbei kann es zu Stérungen



kommen, was die Nachricht verfilschen wiirde. Um solche Fehler zu finden, verwendet
man einen Code mit moglichst verschiedenen Codewdrtern. Der Dekodierer vergleicht
dann das erhaltene Wort mit den einzelnen Codewdrtern und wihlt hiervon das Ahn-
lichste aus.

Beispiel 1.4 Bindrer Wiederholungscode der Linge 3

Seiq=2,k=1,n=3und C={(0,0,0), (1,1,1)} C F3.
Die zu ibertragenden Information sind: ,Ja* (= (1,1,1)) oder ,Nein“ (= (0,0,0)).

Falls der Dekodierer (0,1,0) empfingt, wird angenommen, dass ,Nein“ Gbertragen wurde,
da (0,1,0) sich nur an einer Stelle von (0,0,0) unterscheidet, von (1,1,1) allerdings an

zwet. Daher wird die Ausgabe des Dekodierers ,,Nein® sein.

Dieser Code kann also einen Fehler korrigieren, d.h. wenn es einen Ubertragungsfehler
an héchstens einer Stelle gibt, wird dieser gefunden und korrigiert.

Definition 1.5 Sei v = (v1,...,2,) € F.
1. Das Gewicht von x st
w(z) ===z | 2 #0,i € n},
also die Anzahl der von Null verschiedenen x;.
2. Firz,y € F, ist der (Hamming-)Abstand d(z,y) von x und y definiert durch

d(z,y) == w(r —y).

3. Fiir einen nichttrivialen Code C' heifst
d := min{d(z,y) | z,y € C,x # y}
der minimale Abstand des Codes C'.

4. FEin Code der Wortlinge n mit M Codewdértern und minimalem Abstand d heifst
(n, M,d)-Code.



Beispiel 1.6 Der Wiederholungscode der Linge 3 ist ein (3,2, 3)-Code.

Ein Code mit minimalem Abstand d kann exakt ¢ Fehler korrigieren, wobei ¢ durch

J2t+1 d ungerade
20t +1) d gerade

definiert ist.

Um eine korrekte Informationsiibertragung sicherzustellen, interessiert man sich beson-
ders fiir Codes mit mdoglichst grofem minimalen Abstand d.

Beispiel 1.7 Der minimale Abstand des Wiederholungscodes betrigt 3.
Ein Nachteil des Codes ist allerdings, dass er fiir die Ubertragung einer 1-bit Information
drei Bits bendtigt. Somit ist er ,verschwenderisch®.

Hier erkennt man das grundlegende Problem der Codierungstheorie:

Um einen moglichst groffen minimalen Abstand zu erreichen, bendtigt man ein grofes
Alphabet oder lange Codeworter. Beides fiihrt allerdings zu unnétig hohem Rechenauf-
wand, welcher unerwiinscht ist.

Aus diesem Grund fiihrt man neben dem minimalen Abstand eine weitere Grofe ein.

Definition 1.8 Die Informationsrate R eines Codes C in Iy ist definiert durch

_ log, |C|
) log, |]FZ|

Hierbei steht |C| bzw. |Fy| fiir die Anzahl der Codewdrter bzw. aller mdglichen Wdrter.

Folgerung 1.9 Fulls C' ein Bindrcode ist, kann die Zahl log, |C| als die minimale An-
zahl an Bedingungen interpretiert werden, welche bendtigt werden, um jedes Codewort
eindeutig zu identifizieren.

Beispiel 1.10 Der Wiederholungscode der Linge 3 hat die Informationsrate R = %



Jetzt kann man ein Hauptproblem der klassischen Codierungstheorie formulieren:
Finde Codes, die sowohl einen méglichst grofsen minimalen Abstand, als auch eine mog-
lichst grofe Infomationsrate besitzen.

Beispiel 1.11 Der Hammingcode

Der vermutlich erste effizientere fehlerkorrigierende Code ist der Hammingcode. Er ist
ein Bindrcode der Linge 7, der durch die Abbildung

Fs
(Ila T2, T3, 374)

— F?
= ($1,902,933,I47$5,906,$7)

definiert ist, wobei x5, xg und x7; so bestimmt werden, dass die Summe von je vier Ele-
menten eines Kreises Null ergibt.

Hier kann man drei linear unabhingige Gleichungen in F5 ablesen:

ZL’1+$3+ZL’4+$5:0
$1+$2+$3+$6:0
To+x3+x4+27=0

Die Lésungsmenge des Systems heifit H und ist ein 4-dimensionaler Untervektorraum
des T}



Definition 1.12 Ein linearer Code C ist ein Untervektorraum des F;. Wenn C' Di-
mension k und minimalen Abstand d hat, nennt man C auch einen [n, k, d],-Code.

Bemerkung 1.13 Da bei einem linearen Code fir x,y € C' auch x —y € C gilt, ist der
minimale Abstand gleich dem Minimum der Gewichte der Codewdrter ungleich 0.

Definition 1.14 FEine Sequenz

Vo lsv, Loy, By Iy

von K -Vektorraumen V; und Vektorraumhomomorphismen f; heifst exakt, falls Bild(f;)
Kern(fit1),i=1,...,n—1.

Betrachte die Vektoren des I} als Spaltenvektoren. Dann ist ein linearer Code definiert
durch eine exakte Sequenz

E A n B n—k
0—=F, =F, =F " =0,

wobei A und B lineare Abbildungen sind. Die Exaktheit der Sequenz ist dquivalent zu
den drei Bedingungen Rang(A) = k, BA = 0 und Rang(B) = n — k. Um nun den Code
C, der iiber diese exakte Sequenz definiert ist, zu erhalten, gibt es 2 Mdoglichkeiten:

1. C = A(F:) C F.
Die lineare Abbildung A ist durch eine (n x k)-Matrix A gegeben, deren Spalten
eine Basis von C' bilden. Gewohnlich betrachtet man allerdings die transponierte
Matrix G = A", auch Erzeugermatrix genannt. Die Zeilen dieser (n x k)-Matrix
bilden eine Basis fiir C'.

2. C'=Kern(B), d.h. es gilt x € C' genau dann, wenn Bz = 0 ist.
Die lineare Abbildung B ist durch eine ((n — k) x n)-Matrix B gegeben. Die Zeilen
dieser Matrix B geben die Relationen an, die C definieren. Die Matrix B heifst
auch Priifmatrix oder Parity-Check-Matrix. Fiir jedes z € F; nennt man

Bx € F;L_k das Syndrom von z. Die Codewérter von C' sind {iber das Syndrom
0e ]F‘Z_lf charakterisiert.

Beispiel 1.15 In Beispiel 1.11 wurde der Hammingcode tiber




definiert. Die zugehiorige Erzeugermatrix ist

1000110
o |01 00011 i
G'*A'*0010111€F2'
0001101

Angenommen, das Wort (1,1,0,0) soll versendet werden. Codieren erqibt
(1,1,0,0)- G = (1,1,0,0,1,0,1)
Beim Senden treten nun Storungen auf, und der Empfinger erhdlt
z:=(1,1,0,1,1,0,1).
Dann ist das Syndrom Bx™ = (1,0,1)", also gilt x ¢ C. Daraus folgt, dass
r=c+te
fiir ein ¢ € C und einen Fehlervektor 0 # e € Fy ist. Es ist
Bz" = Bc"™ + Be"™ = Be",

gesucht ist also ein e € FZ mit minimalem Gewicht und Be™ = (1,0,1)". Dieses e ist
eindeutig und durch

e=1(0,0,0,1,0,0,0)
gegeben. Also ist das gesuchte Wort

r—e=(1,1,0,0,1,0,1).

Sei C' nun ein linearer Code, der durch eine exakte Sequenz definiert ist. Aus der Linearen
Algebra weifs man, dass eine lineare Abbildung ¢ : V — W, zwischen zwei Vektorrdumen
VY und W, eine duale Abbildung ¢* : W* — V* induziert. Falls V und W endlich erzeugt
sind, kann man sie nach Wahl der Basen mit ihren korrespondierenden Dualrdumen V*
und W* identifizieren.

Deshalb induziert die Sequenz von oben eine duale Sequenz:

_.Btr Atr
0—F, " —F, — F; — 0.



Definition 1.16 Der duale Code C* wird durch diese exakte Sequenz definiert, d.h.
C*t = B"(F;").

Wenn C' k-dimensional ist, ist C* (n — k)-dimensional.

Sei ® eine symmetrische Bilinearform definiert durch

n

O:Fy xFy = Fy, () = Y 2y,

i=1
Lemma 1.17 Sei C' ein linearer Code. Dann gilt
Ct={yc Fy | ®(z,y) =0 fiir alle v € C}.

BEWEIS Nach Definition ist y € O+ genau dann, wenn A%y = 0 ist. Dies ist aber
dquivalent zu ®(A™y, z) = 0 fiir alle z € IF’;. Es gilt:

(A"y, 2) = (A"y)"2 = y" Az = D(y, Az)
fiir alle z € IF’;. Daraus folgt nun, dass z genau dann ein Element von C* ist, wenn
®(z,y) =0 fiir alle y € C = A(F%) gilt. O

Definition 1.18 FEin linearer Code C heifit selbstdual, wenn C = C* ist.

Bemerkung 1.19 Sei C ein linearer Code und n := dim(C) + dim(C*). C' ist genau

dann selbstdual, wenn dim(C) = 2 und C C C* ist.

Bemerkung 1.20 FEs gilt C C C* genau dann, wenn ®(x,y) = 0 fir alle z,y € C.

Definition 1.21 Fin Bindrcode C' heifst doppelt gerade, wenn das Gewicht w(x) aller
Codewdrter x € C' durch 4 teilbar ist.

Folgerung 1.22 FEin doppelt gerader linearer Code erfillt C C C*.
BEWEIS Seien z,y € C. Es gilt ®(z,z) = w(z) (mod 2) und
w(z+y) =wx)+wly) —2{i |z =y =1} =0 (mod 4).

Daraus folgt, dass alle Summanden w in 47 liegen, woraus ®(x,y) = 0 folgt. ]
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Satz 1.23 Die Symmetrische Gruppe S, operiert auf Fy durch Permutation der Ein-
trage.

Sp X Yy

(o,(a,...,ay))

— Fy
— (ag—l(l), - ,ag—l(n)>
Definition 1.24

1. Zwei Codes C und C" iiber F heifien dquivalent, wenn beide Wortlinge n haben
und ein o € S, existiert mit o(C) = C’.

2. Die Automorphismengruppe Aut(C) eines Codes C' ist definiert durch

Aut(C):={oc € S, | o(C)=C}.

Definition 1.25 Fine (endliche) Menge M mit einer Teilmenge G C Pot(M) heifst
projektive Ebene, falls gilt:

1. Zu je zwei verschiedenen Elementen aus M gibt es genau eine Menge aus G, die
beide Elemente enthdlt.

2. Je zwei Mengen aus G haben einen einelementigen Durchschnitt.

3. Es gibt vier Elemente in M, von denen je drei nicht in einer Menge aus G liegen.

Die Elemente aus M heifsen Punkte, die Menge aus G heiffen Geraden.

Satz 1.26 Zu jeder endlichen projektiven Ebene (M,G) gibt es eine natirliche Zahl
n € Z>y, genannt die Ordnung der projektiven Ebene, so dass gilt:

1. Jede Gerade hat n + 1 Punkte.
2. Durch jeden Punkt gehen genau n + 1 Geraden.
3. Es gibt insgesamt n® +n + 1 Punkte.

4. Es gibt insgesamt n® +n + 1 Geraden.
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Beispiel 1.27 Hammingcode H

Der Hammingcode besitzt 2* = 16 Codewoirter:

0000000 1000110
0001101 1001011
0010111 1010001
0011010 1011100
0100011 1100101
0101110 1101000
0110100 1110010
0111001 1111111

Man sieht, dass das minimale Gewicht 3 ist. H ist also ein [7,4, 3]2-Code.
Es gibt ein Wort des Gewichts 0, sieben Wérter des Gewichts 3, sieben des Gewichts /
und eins des Gewichts 7. Die Informationsrate R betrdgt %.

Wenn man den Wiederholungscode mit dem selben minimalen Abstand wie den Ham-
mingcode fir eine 4-bit-Ubertragung nutzen wiirde, miisste man jedes 4-bit-Wort dreimal
wiederholen. Die Informationsrate dieses Codes betrigt %. Somit ist die Informationsrate
des Hammingcodes % ~ 1.71-mal so grofs. In der gleichen Zeit tibertragt der Hammaing-
code also T1% mehr Informationen als der Wiederholungscode.

Als eine Menge von Erzeugern von H kann man die sieben Codewdrter des Gewichts 3
nehmen. Diese entsprechen sieben 3-elementigen Teilmengen einer 7-elementigen Men-
ge mit der Eigenschaft, dass zwei Teilmengen immer genau ein gemeinsames Element
haben. Sie entsprechen den Geraden einer projektiven Ebene der Ordnung 2:

Py (Fy) = F5 UF, U{oo}

Die sieben Punkte und sieben Geraden dieser Ebene bilden die Fano-Ebene mit der
Inzidenzmatriz:

12



0110100
0011010
0001101
L 6 4 1000110
01 000O0T11
1010001
1101000
3 2 )

Fine (4 x 7)-Teilmatriz der Inzidenzmatriz ist eine Erzeugermatriz von H.

Die Automorphismengruppe des Hammingcodes ist die Automorphismengruppe der pro-
jektiven Ebene Py(Fo) und ist isomorph zu der Gruppe GL3(Fy). Diese ist eine einfache
Gruppe der Ordnung 168.

Der Hammingcode ist nicht selbstdual, kann aber zu einem selbstdualen Code der Linge
8 erwertert werden.

Definition 1.28 Sei C C FJ ein Bindrcode der Linge n. Man betrachte die Abbildung

I: F3 — Fy
(1, ..y xn) = (21, T, 21+ F X))

Der Code C := I(C) heifit der erweiterte Code von C.

Bemerkung 1.29 Durch die Erweiterung des Codes C' zu C' bekommt man einen wei-
teren Parity-Check des Codes C.

Beispiel 1.30 Der erweiterte Code H = I(H) des Hammingcodes heifit der erweiterte
Hammingcode. Er ist ein [8,4,4]s-Code mit einem Codewort des Gewichts 0, 14 des
Gewichts 4 und einem des Gewichis 8.

Der erweiterte Hammingcode ist somit nach Bemerkung 1.19 selbstdual und doppelt ge-
rade.
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2 Codegitter

In diesem Abschnitt werden Codegitter definiert und der Zusammenhang zwischen ei-
nem Code und seinem zugehdrigen Gitter untersucht. Mit Hilfe des erweiterten Ham-
mingcodes wird abschlieffend dann ein gerades, unimodulares, 8-dimensionales Gitter
konstruiert: Das FEg-Gitter.

Aus linearen Bindrcodes will man nun Gitter konstruieren. Dazu wird das Standardgitter
7" C R" und der Gruppenhomomorphismus

p: z" — (Z)27)" =Ty
(a1,...,a,) +— (agmod?2,..., a, mod?2)

betrachtet.

Bemerkung 2.1 Sei C' ein [n, k, d)o-Code. Da Ty /C isomorph zu Fy =% ist, ist C eine
Untergruppe des Index
I3 /C| = 2

von Fy.

Das Urbild von C, p~1(C), ist somit eine Untergruppe des Index 2"* von Z". Insbe-
sondere ist p~'(C) ein freier Z-Modul von Rang n und folglich ein Gitter in R™. Es
gilt

det(p™(C)) = |Z" [p~ (C) det(Z") = 22"~

Definition 2.2 Sei C' ein linearer Bindrcode. Dann heifit
1
I :=—p }(C

das zu C' gehdrige Gitter.
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Satz 2.3 Sei C ein linearer Bindrcode und 1o das zugehdrige Gitter.
1. Es gilt C C C* genau dann, wenn Ix ein ganzes Gitler ist.
2. C st genau dann doppelt gerade, wenn I ein gerades Glitter ist.
3. C ist genau dann selbstdual, wenn Iz unimodular ist.

BEWEIS Seien dazu z,y € [z. Dann sind = und y darstellbar als

1 1
r=—(c+22), y=—(d +22)

V2 V2

fiir geeignete ¢, ¢ € {0, 1}", die Codewdrter aus C' reprisentieren, und geeignete
2,7 € Z". Um die Notation zu vereinfachen, identifiziert man im weiteren Verlauf des
Beweises Fiy mit der Teilmenge {0, 1}™ des Z" und schreibt ¢, ¢’ € C. Daraus folgt, dass

®(z,x) = $(®(c,c) +4P(c, 2) + 4P(z, 2))
und

(I)<$’y) =

(®(c+ e+ ) —D(c,¢) — D(d,d)) (mod Z)

D= = D=

gilt. Es folgt, dass ®(x,y) genau dann ganzzahlig fiir alle x,y € I}; ist, wenn ®(c, ) eine
gerade ganze Zahl fiir alle ¢, € C' ist. Deshalb ist I\ genau dann ein ganzes Gitter,
wenn C' C C* ist. Es folgt auch, dass ®(z,x) € 27Z ist, genau dann wenn ®(c,c) € 47
fiir alle ¢ € C' ist, was bedeutet, dass Iv genau dann gerade ist, wenn C' doppelt gerade
ist.

Aus der Definition von I folgt, dass

det(Iv) = (3)" det(p~'(C)) = on—2k

gilt. Also ist det(Iz) = 1 genau dann, wenn k = § ist. C' ist somit genau dann selbst-

dual, wenn I'x unimodular ist, das heifst das Gitter ist ganzzahlig mit Determinante 1. O

Beispiel 2.4 Konstruktion des Eg-Gitters aus dem erweiterten Hammaingcode

Nach Satz 2.3 ist Ty ein gerades unimodulares Gitter im R®, dessen Basis im Folgenden
konstruiert wird.
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Dazu betrachtet man als erstes die sieben Zeilen der Inzidenzmatriz der Fano-Ebene, die
den Hammingcode erzeugen, und definiert aus diesen die Vektoren

fi= 7(0,1,1,0,1,0 0,1)
fa = %(0 0,1,1,0,1,0,1)
f3 = %(0 0,0,1,1,0,1,1)
fa = %(1 0,0,0,1,1,0,1)
fs5 = %(0,1,0 0,0,1,1,1)
fo = %(1 0,1,0,0,0,1,1)
fr = (1, 1,0,1,0,0,0,1)

ol

so, dass ®(f;, fi) = 2 ist fir alle i € 7. Da sich je zwei Geraden der Py(Fs) in genau
einem Punkt schneiden, gilt auch <I>( fj)=1firallei,jeT,i+#j. Setze

er=f1, ea= fo— f1, e3 = fs— fo, ea = fa— [f3,
es = fs— f1, €6 = fo — [5, er = fr — Je.

Dann ist ®(e;, e;) =2 fir alle i € T und ®(e;,e;) € {0, -1} fir alledi,j €7, i+# j.
Um die Matriz (®(e;, €;))1<ij<7 2u beschreiben, assoziiert man einen Graphen mit diesen

Elementen wie folgt:
Jeder Vektor e; wird durch einen Knoten reprisentiert. Fir i # j verbindet man diese

Knoten genau dann mit einer Kante, wenn ®(e;, e;) = —1 ist.

€1 €2 €3 €4 €5 €6 er
Dieser Graph heifit Coxeter-Dynkin Diagramm. Die Vektoren ey, ..., e; sind linear
unabhdngig.

Man betrachte nun die Gerade durch die Punkte 2, 3 und 5 der Fano-Ebene als die Gerade
durch den unendlich fernen Punkt und bildet davon das Komplement. Man ordnet den
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Punkten also folgende Gewichte zu:

0— —1
1— -1
4— 1
6— —1.

Hieraus bekommt man nun den Vektor

1
eg = —=(—1,—-1,0,0,1,0,—1,0) € ['5,
8 \/5( ) H
welcher linear unabhdngig zu den Vektoren ey, ..., er ist und ®(es,es) = 2 erfillt. Aus
der Konstruktion der Vektoren folgt jetzt, dass

L J oo girie{1,2,3,4}
D(es, fi) = {_1 firie {5,6,7}

1st, woraus sich die Matriz

2 —1 O 0o O 0 o0 o0

-1 2 -1 0 O 0 0 O

o -1 2 -1 0 0 0 0

0 0 -1 2 -1 0 0 O

((I)(ei7 ej))lﬁi,jSS - 0 0 0 —1 2 1 0 —1
0O 0 0 0 -1 2 -1 0

o o0 0 0 0 -1 2 0

o o o o0 -1 0 0 2

ergibt. Insbesondere ist die Determinante dieser Matriz gleich 1, woraus nun folgt, dass

die Vektoren ey, ..., eg eine Gitterbasis bilden. An dieser Basis kann man das Coxeter-
Dynkin Diagramm zu den Vektoren {es, ..., es} ablesen:
€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7
€s

Nach Konstruktion erzeugt also die Basis E = (e1,...,es) das Gitter I'y, auch Eg-
Gitter genannt.
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Abschlieffend betrachtet man noch die Anzahl der kiirzesten Vektoren des Eg-Glitters.
Da der erweiterte Hammingcode H ein doppelt gerader Code und Eg somit ein gerades
Gitter ist, kann kein Vektor der Linge 1 existieren. Die konstruierten Basisvektoren
haben Quadratlinge 2, dies ist somit die Linge der kiirzesten Vektoren. Man sucht also
die Anzahl der Vektoren x € Uy fir die ®(x,x) = 2 gilt. Diese ist allerdings gleich der
Anzahl der Vektoren y € p~'(H) mit ®(y,y) = 4. Man kann y aber auch als ¢ + 2z mit
c e H und z € Z" schreiben. Dass es fir O(y,y) = 4 14 Moglichkeiten gibt, weifs man
bereits aus dem Beispiel 1.30. In jedem dieser 14 Codewdrter kann man aber einige 1en
auch durch —len ersetzten. Da jedes der 14 c¢’s vier Finsen enthilt, ergibt das 4* = 16
Moglichkeiten. Fir den Fall, dass ¢ der Nullvektor ist, gilt ®(y,y) = 4P(z,z). Es gibt
8-2z€Z" fir die ®(z,2) =1 ist.

Insgesamt ergibt das

14-16 +8 -2 =240

kurzeste Vektoren in Eg.

Lemma 2.5 Fs existiert eine Untergruppe von Aut(Ic), die isomorph zu dem semidi-
rekten Produkt von (Z /27)" und Aut(C) ist.

BEWEIS Man zeige zunéchst, dass zu (Z /27Z)" und Aut(C') isomorphe Untergruppen
von Aut(Iy) existieren.

Sei dazu ¢ ein Element aus Aut(C'), d.h. insbesondere aus S,,. Dann induziert g einen
Z-Modulautomorphismus g auf Z" durch Permutation der Eintrége:

g: 7" — 7"
(Jil, .. ,:L’n) — ($g71(1), .. 7[['971(”)).

Es gilt g(Iv) = I, da
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d.h. g lasst I’ fest. Die Abbildung g : I'v — I ist bijektiv, wohldefiniert und Z-additiv
und es gilt
(g(V),g(W)) = oV, W)

fiir alle V und W aus I'x. Somit ist g ein Gitterautomorphismus von Ix. Es folgt insge-
samt, dass

¢: Aut(C) — Aut(ly)
9 = g

ein Gruppenmonomorphismus ist. Die Untergruppe Bild(¢) von Aut(Ty) ist also iso-
morph zu Aut(C).

Man definiert nun

v (Z27)"  — Aut(Ty)
(@,...,a,) — (Ie =T, (v1,...,0,) = (V],...,0)), v == (=1)%;),
wobei ohne Einschrinkung (ai,...,a,) € {0,1}" angenommen wird. Zu zeigen ist, dass

diese Abbildung wohldefiniert ist. Sei dazu @ = (ay,...,a,) € (Z /2Z)" und (vy, ..., v,)
ein beliebiger Gittervektor. Dann gilt

p(V20) = p(VZU(@) (1, .., v2)),
da ein Vorzeichenwechsel mod 2 gerechnet nichts verdndert. Also gilt
(@) (v, ..., v,) € Ie.
Auferdem ist ¢(a) bijektiv, Z-additiv und es gilt
(¢ (@) (V),d(@)(W)) = eV, W)

fiir alle Gittervektoren V' und W, da sich das Vorzeichen an den jeweils gleichen Stellen
andert. Also ist ¢ eine wohldefinierte Abbildung. Insgesamt ist ¢ ein Gruppenmonomor-
phismus und die Untergruppe Bild(¢’) von Aut(I) ist isomorph zu (Z /2 Z)™.

Seien nun G und H Untergruppen von Aut(I'v), wobei G isomorph zu Aut(C) und H
isomorph zu (Z /27Z)" ist. Zu zeigen ist, dass H von G normalisiert wird. Seien dazu
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g € G und h € H. Dann existiert ein ¢ € Aut(C) und ein (ag,...,a,) € (Z /27)" mit
¢(0) = g und ¥((ay, ..., a,)) = h. Es folgt

ghg™" = ¢(0) oy ((ar, ..., @) 0 d(0)
- Qb(U) o 1/1(((1_1, 7a_n)) © 925(0-_1)
= w((aa_l(l), c. ,ag—1(n)) ,

da

(¢
= Qb(U)((_l)aivo(l); ces (_1)anUU(n)>
= (=1 D161y, - -, (1) 051 o)
= V(G1(1)s - Go1(m))) (V1, - - -, V)

fiir alle Gittervektoren (vy,. .., v,) gilt. Also liegt ghg™! in H. Da G auf H durch innere
Automorphismen operiert, folgt die Behauptung. |
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