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Zusammenfassung

Elemente der Generellen Linearen Gruppe iiber einem endlichen Korper, die keine Eigenwerte
besitzen, kommen mit einer Proportion von circa e~! vor. Bei hohem Grad ist die Abweichung
fast ausschliellich von der Kérperordnung abhéngig.

Davon motiviert untersuchen wir Elemente, die keine invarianten Teilrdume kleiner Dimen-
sion besitzen. Liegen alle Dimensionen iiber einer Schranke b, so sind Elemente mit dieser Ei-
genschaft etwa mit Wahrscheinlichkeit e~ - e71/2 . ... e71/0 zu finden. Wir geben fiir kleine
Schranken und hohen Grad der Matrizen genauere Ndherungen an.

Auflerdem betrachten wir andere klassische Gruppen, namentlich die Symplektischen, Unité-
ten und Orthogonalen Gruppen, sowie den gesamten Matrixring und erhalten &hnliche Resultate
fiir die Proportionen b-satter Matrizen in diesen Mengen.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
2 Klassische Gruppen 9
2.1 Klassifikation . . . . . . . ... 9
2.1.1 Symplektische Gruppen . . . . . . .. ... o oL 12

2.1.2  Unitdre Gruppen . . . . . . . . . . .. 14

2.1.3 Orthogonale Gruppen . . . . . . . . . . . ... 16

2.2 Eigenwerte . . . . .. e 21
2.2.1 Jordanzerlegung . . . . . .. ..o 21

2.2.2 Eigenwertpaare und b-Aquivalenz . . . . . . .. .. ... ... ... .... 23

2.2.3 Orthogonale Gruppen IT . . . . . . . . . . ... ... ... ... . ..... 25

2.3 Unipotente Matrizen . . . . . . . . . ... L L 27
2.3.1 Proportionen unipotenter Matrizen . . . . . . . . ... .. ... ... ... 27

2.3.2  Unipotente Potenzreihe und Euler’sche Funktion . . . . .. . ... .. .. 29

3 Generelle Lineare Gruppen 34
3.1 Die Operation auf b-Hauptrdumen . . . . . .. ... ... ... ... ....... 34
3.2 Proportionen 2-satter Matrizen . . . . . . . .. ... Lo o Lo 41
3.3 Proportionen b-satter Matrizen . . . . . . . . . . ... ... . ... 42

4 Matrixring 45
5 Symplektische Gruppen 46
6 Unitdre Gruppe 55
7 Orthogonale Gruppe 61
8 Quokka-Mengen 69
8.1 FEigenwert-frei Elemente . . . . . . . . . .. .. 70
8.2 Eine obere Schanke fir die Proportion b-satter Elemente . . . . . . . . ... ... 75

A Generelle Lineare Gruppen 77
B Matrixring 78
C Symplektische und Orthogonale Gruppen 79
D Unitiare Gruppen 81
Index 82

Literaturverzeichnis 84



Kapitel 1

Einleitung

Endliche Gruppen kénnen auf viele verschiedene Arten dargestellt werden, unter anderem als
Permutationsgruppen, iiber Erzeuger und Relationen oder als Matrixgruppen. Die verschiede-
nen Moglichkeiten eignen sich verschieden gut in Computeralgebraprogrammen wie Magmal,
GAP? oder Maple®. So sind schon lange effektive Computeralgorithmen fiir Permutationsgrup-
pen bekannt, solange die Anzahl der Punkte, auf denen die Permutationsgruppe operiert, nicht
iibermaBig grof} ist. Matrixgruppen haben den Vorteil, dass der Grad, fiir den sie definiert sind,
geringer ist und man auflerdem weitere Strukturen wie den natiirlichen Modul des Gruppen-
rings betrachten kann. Seit Anfang der 1990er Jahre wird intensiv nach guten Algorithmen zur
Untersuchung von Matrixgruppen gesucht.

Ein héufig auftretendes Problem ist das Suche und Finden von Elementen mit bestimmten
Eigenschaften. Beispielsweise zur Berechnung der Komplexitdt des Algorithmus ist es daher
hilfreich, die Proportion dieser Elemente zu kennen. Ein wichtiger Aspekt ist die Suche von
invarianten Teilriumen oder die Suche nach Elementen einer Matrixgruppe, die keine nicht-
trivialen invarianten Teilraume besitzen oder deren nicht-triviale Teilraume von hoher Dimension
sind. Die Proportion der Matrizen mit letzterer Eigenschaft wollen wir ermitteln, in den Féllen
einer klassischen algebraischen (Matrix-)Gruppe.

Wir betrachten klassische algebraische Gruppen iiber einem endlichen Kérper K der Cha-
rakteristik gg. Sei ¢ eine Potenz von gq.

In Abschnitt 2.1 konstruieren wir mehrere klassische algebraische Gruppen. Eine klassische
algebraische Gruppe ist hier entweder die Generelle Lineare Gruppe, die Gruppe der Automor-
phismen eines Vektorraums (GL(n,q)), oder die Isometriegruppe eines geometrischen Raumes.
Eine alternierende oder Hermitsche Bilinear- beziehungsweise Sesquilineraform bilden mit dem
Vektorraum, auf dem sie definiert sind, einen Symplektischen beziehungsweise Unitdren Raum.
Die mit diesen Radumen als Invariantengruppe der Bilinear- beziehungsweise Sesquilinearformen
definierten klassischen Gruppen sind die Symplekischen Gruppen (Sp(2m,¢)) und die Unitéren
Gruppen (U(n,q)). Die Orthogonalen Gruppen (O¢(2m,q) und O(2m + 1,q)) werden als In-
variantengruppen einer quadratischen Form definiert. Die quadratische Form bildet mit dem
Vektorraum, auf dem sie definiert ist, einen orthogonalen Raum. Hierbei gibt € € {4, —} den
Witt-Typ an.

X (n,q) sei also eine klassische algebraische Gruppe, d.h.

X(n,q) € {GL(m,q), Sp(2m, q),U(m, q), 0°(2m,q),0(2m + 1,q)}.

lComputational Algebra Group, University of Sydney. Magma Computational Algebra System.
(http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/).

2The GAP Group. GAP - Groups, Algorithms, and Programming. (http://www.gap-system.org).

3Maplesoft. Maple. (http://www.maplesoft.com /products/maple/).

4Fiir weitere Informationen siche man die Artikel von Eamonn O’Brien [9] und [10].
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Der Korper, iiber dem die Gruppe definiert ist, sei mit K bezeichnet. K ist dann der endliche
Korper IF, beziehungsweise F . fiir die Unitdren Gruppen U(n,q) < GL(n, q?). Weiterhin sei
der natiirliche Modul mit V' bezeichnet und n € N dessen Dimension, also n gleich m, 2m oder
2m+ 1. In den beiden Féllen X € {Sp, O"} ist m der Witt-Index. Der Witt-Index der Unitéren
Gruppe wird nicht beachtet und wir setzen m := n. Die Gruppe O~ (2m,q) hat Witt-Index
m — 1. Weiterhin wollen wir den Matrixring M (n, q) := F3*" betrachten.®

Tabelle 1: Bezeichnungen
X(n,q) | M(m,q) GL(m,q) Sp(2m,q) U(n,q) O°(2m,q) O(2m+1,q)
K F, F, F, F2 F, F,
n m m 2m m 2m 2m+1

Peter Neumann und Cheryl Praeger haben in [7] gezeigt, dass die Proportion der Matrizen
ohne Eigenwerte in der Generellen Linearen Gruppe circa e~ ! ist, beziehungsweise fiir steigenden
Grad n dagegen konvergiert. Die Proportionen in den anderen klassischen Gruppen verhalten
sich dhnlich. Die erste Spalte gibt die Struktur der behandelten Gruppe beziehungsweise des
Rings an, die zweite den Grenzwert der Proportionen Eigenwert-freier Matrizen und die dritte
eine Schranke der Konvergenzgeschwindigkeit (in n).

Tabelle 2: Proportionen Eigenwert-freier Elemente in klassischen Gruppen,® aus [7]

’ Gruppe ‘ Limes der Proportionen ‘ Konvergenzrate ‘
M(n,q) e H1— 3 ¢ +0(q?) O(g~ (D +a)/(g=1))
GL(n,q) e t(1- 1 —1 ( 2)) O(g~(n+D(n+9)/(2(a-1)))

Sp(2m, q), ¢ ungerade | e~ 1/2(1 — 5 O(q?2)) O(q*(mﬂ)z/(q*l))
Sp(2m, q), q gerade e 1/2(1 - 3 _1 +0(q7?)) O(Q—(m+1)2/(q—1))
U(n,q) 3/2(1 +0(q7?)) O(g—n(An+a*+30+2)/(2(¢* +3¢+2)))
0¢(2m, q), q ungerade % _1/2(1 5 g +0(q?) O(q~mm+(a=1)/2)/(a-1))
0¢(2m, q), q gerade % /2(1 — 3 *1 +0(q7?)) O(q~mm+a/2)/(a-1)

In dieser Arbeit wollen wir diese Ergebnisse verallgemeinern. Das eigentliche Problem der
Eigenwert-freien Matrizen lasst sich auf sogenannte Derangements zurtickfithren. Derangements
sind die Neuordnung von n Zahlen, sodass keine an ihrem urspriinglichen Platz verbleibt. Also
sind dies genau die Fixpunkt-freien Permutationen in der symmetrischen Gruppe auf n Punkten.
Die Proportion der Derangements oder Fixpunkt-freien Permutationen in der symmetrischen
Gruppe S, ist

1

Fiir steigenden Grad n konvergiert die Reihe gegen e™, wobei die Konvergenz sehr schnell ist

(1550 G = el < 1/ + 1.7

Die Weylgruppe der Generellen Linearen Gruppe GL(n,q) ist die Symmetrische Gruppe
und die Eigenwerte eines Elementes werden durch den Anteil des Elementes in der Weylgruppe
festgelegt. Es liegt also nahe, dass die Proportion der Eigenwert-freien Elemente der Proportion
der Fixpunkt-freien Permutationen entspricht. Dies haben Peter Neumann und Cheryl Praeger
n [7] bestéitigt. Ahnliches gilt fiir andere klassische Gruppen.

SFiir eine genauere Beschreibung der Begriffe Konstruktion der Gruppen verweisen wir auf Abschnitt 2.1.
Die Orthogonalen Gruppen ungerader Dimension fehlen, eine Begriindung liefert Bemerkung 1.3.
"Zur besseren Ubersicht geben wir die Beweise am Ende des Kapitels an. Siche Satz 1.5 (i).
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Fine Erweiterung ist nun die Betrachtung von Permutationen, die nicht nur keinen Fixpunkt
besitzen, sondern sogar ihre Potenzen bis zu einer Schranke b Fixpunkt-frei sind. Bahnen ih-
res Erzeugnisses sollen, dquivalenterweise, eine Lange grofler als b haben, wenn b eine gewéahlte
Schranke ist. Fur den Spezialfall b = 1 sind die gesuchten Permutationen genau die Derange-
ments. Die Proportionen der Permutationen, deren Quadrate und sie selbst keine Fixpunkte
besitzen, ist circa

el o—1/28

Allgemein gibt Osias Gruder 1952 in [5] fiir alle Schranken b € N folgenden Konvergenz an:

{m e S, | n 72, .., w° Fixpunkt-frei }|
|l

9

—Zb 1
— € k=1k, m — OQ.

Als Ubertragung auf Matrizen suchen wir die Proportion der Elemente einer Klassischen
Gruppe, die keinen von Null verschiedenen invarianten Teilraum der Dimension b oder kleiner
besitzt. Dies sind genau die Elemente, die keine Eigenwerte besitzen, wenn sie iiber den Kor-
pererweiterungen von K, jeweils vom Grad 1 bis b, betrachtet werden. Die Vermutung ist, wenn
wir einen Zusammenhang mit der Symmetrischen Gruppe zugrunde legen, dass die Proportion
fiir die Generellen Linearen Gruppen circa

b
e Zk:l %

betrégt.
Wir fithren den Begriff der satten Matrizen und, dem beschriebenen Zusammenhang folgend,
der satten Permutationen ein.

Definition 1.1 Se: b € N.

e Sei g€ X(n,q). g heifit b-satt, falls fir jeden g-invarianten Teilraum W # 0 von K™ gilt
dim W > b.

2

o Seim e X(n,q) eine Permutation. T heifit b-satt, falls m, 72, ..., m° Fizpunkt-frei sind.

Unser Ziel ist, die Proportion der b-satten Matrizen in X (n, q) abzuschétzen.
Definition 1.2 Sein € N.

e S°(X(n,q)) bezeichne die Menge der b — satten Matrizen in X (n,q).

o (X (n,q) = % bezeichne die Proportion der b-satten Matrizen in X (n,q).

Wir setzen v*(X(0,q)) := 1 fir X € {M,GL,Sp,U,0%} und v*(0~(0,q)) := 0 (es gibt keine
Gruppe vom Typ O~ (2m,q)).

Wir schreiben auch Sb = S®(X (n,q)) und ¥, := v*(X(n,q)), falls die Struktur von X (n,q) klar
festgelegt ist.

Wir werden die klassischen Gruppen einzeln betrachten.

Bemerkung 1.3 e Fir den Matrizring M (n,q) konnen wir die Proportion der b-satten
Elemente sofort aus der Proportion b-satter Elemente der GL(n,q) berechnen. Denn jede

8Siche Satz 1.5 (ii).
9Siehe auch Satz 1.5 (iii).
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Matriz, die nicht invertierbar ist, hat den Eigenwert 0 und ist damit nicht 1-satt und damit
allgemein nicht b-satt fiir alle b. Es folgt

M b N SR o .
G gy O (EEma) = [T = a9 (GL(. )

i=1

v*(M(n,q)) =

Die Ergebnisse fiir den Matrizring sind, aufbauend auf den Resultaten fiir die Generellen
Linearen Gruppen in Kapitel 4 und in Anhang B angegeben.

e Die Orthogonalen Gruppen ungeraden Grades sind fir uns von weniger groffem Interesse,
denn alle Elemente dieser Gruppen haben Figenwerte und sind somit nicht b-satt fir alle
b € N. Finen Beweis werden wir in Satz 2.39 liefern. Wir wollen die Orthogonalen Gruppen
ungeraden Grades nicht weiter betrachten.

Fiir eine konkrete Dimension kénnen wir die Proportionen b-satter Matrizen leider nicht
berechnen oder eine gute Ndherung angeben. Genauer diskutieren wir dies im Kapitel tiber
Quokka-Mengen (siehe Kapitel 8, Seite 8.1).

Wir kénnen allerdings Aussagen iiber das Konvergenzverhalten der Proportionen bei steigen-
der Dimension treffen, wie sie Peter Neumann und Cheryl Praeger fiir Eigenwert-freie Matrizen
- also 1-satte Matrizen - bereits berechnet haben. Wir iibernehmen Neumanns und Praegers
Vorgehen.

Definition 1.4 FEs soll der Grenzwert

Ub(X,OO,Q) = lim Ub(X(n7Q))

n—oo

berechnet werden ( b i="(X, 00,q) falls X klar gewdhlt). Dafiir ist die erzeugende Funktion
der vb, die b-satte Potenzreihe, hilfreich:

Vi(2) = VX, q;2) = i v’ (X (n,q))z"
m=0

wobei n in Abhdngigkeit von m wie in Tabelle 1 definiert ist (n gleich m oder 2m).

Als Ergebnis erhalten wir folgende Proportionen. Die erste Spalte gibt wieder die Struktur
und die zweite den Grenzwert der Proportionen b-satter Elemente, v*(X, 00, ¢), an

Tabelle 3: Proportionen b-satter Elemente

Struktur Limes der Proportionen: v°(X, 0o, q)
M(n,q) e Zia V(14 0(¢ )
b
GL(n,q) e i H(140(g7)
Sp(2m, q), q gerade e ~3(Ck /R (1 gqfl +0(q7?))
Sp(2m, q), q ungerade G_E(Zkzl 1/k)( %q_l +0(q7?))
_3 1
U(n,q) e’ (Sictcn b o 1) =4(Trcucn 1 oo 14) (1+0(¢™)
0O¢(2m, q), q gerade e -3 U1 - 3¢+ 0(q7?))
l
O¢(2m, q), q ungerade S (k- /R - 271+ 0(q7%)




KAPITEL 1. EINLEITUNG )

Die Fehlerterme in ¢ lassen sich auch genauer berechnen. Im Falle der Generellen Linearen
Gruppen und der Unipotenten Gruppen lésst sich erkennen, dass der Grad in ¢ mit steigender
Schranke b verschwindet. Im Anhang A bezichungsweise D sind entsprechende Werte fiir b €
{1,...,24} angegeben. Bei den Symplektischen und Orthogonalen Gruppen sowie dem vollen
Matrixring tritt dieses Verschwinden nicht auf, die angegeben Fehler sind fiir alle b > 2 durch
einen nicht verschwindenden Term vom Grad ¢! gegeben. Die Werte der Symplektischen und
Orthogonalen Gruppen sind bis auf einen Vorfaktor % identisch. Entsprechende Werte sind in
den Anhéngen B (Matrixring) und C (Symplektische und Orthogonale Gruppen) aufgelistet.

Fiir die Generellen Linearen Gruppen sind einige Néherungen der Proportionen b-satter
Elemente gegeben durch folgende Tabelle.

Tabelle 4: Proportionen b-satter Elemente in den Generellen Linearen Gruppen

b | Limes der Proportionen: v*(GL, 00, q)

1|e? (1—3a7" + 50 iSQ‘?’ + é??éq“‘ B85a® +0(q7%)
2 [en!7/2 (1— 15077+ 507° + 1400 " — 1504 ° + o094 +O0@@™)))
3 e 128 (1-1g7? - gq 3 ALyt 975 1100976 1 O(g7T))
4 e_l_"‘_1/4 (1 _ % -3 _ ﬁq —4 + %q—fy _ %q + é(l)igq—7 (q 8))
5 | e~ 1——1/5 (1— éq 3 _ ﬂq 44 %qfs _ %q + 1109038(177 +O0(q~ 8))
6 6—1—...—1/6 ( _ %q—4 %Oqu) _ %qiﬁ—i- %q77 1920(]78 +O(q 9))
7 e—l—...l/? ( o %q—4 %q—5 o 3776(]_6 o ﬁq -7 mq—8 4 O(q 9))
8 | eTtmTlB (L= — 5500 = 130T — g0 " + O(¢™))
9 | emtmmto o e e e ),
10 6_1_"'_1/10 (1 o %q—ﬁ o ﬁq 7T 4778(]—8 _|_ O(q 9))
11 | em ot/ (1-3507° = 3307 = 50 +0(a™?)
12 6717...71/12 (1 o 1714(177 _ 1716(178 _|_ O(q 9))

Im Falle des Matrixring konnen wir genauere Naherungen angeben. Wie Neumann und Prae-
ger bereits in [7] bewiesen haben, gilt fiir die Proportionen 1-satter Matrizen:

3
1 — e L. _ 2 -1 -2
v (M,00,q) = e (1 54 +O<q ))
Fir b > 2 zeigen wir in Satz 4.1 fir die Proportionen b-satter Matrizen:
b
vO (M, 00, q) = 6™ ket ¥ - (1 ) (q—Q)) ‘

Mit Hilfe von Quokkamengen kénnen wir eine obere Schranke fiir die Proportionen b-satter
Elemente der Generellen Linearen Gruppen angeben. Im Abschnitt 8.2 und speziell in Satz 8.15
zeigen wir

b
vb(GL, 00,q) < e Dok,

Fine gute untere Schranke zu finden ist schwieriger, in Satz 3.17 kénnen wir folgende Ab-
schéitzung angeben:

P(GLo0,q) 2 e Thm VE (1= g7+ 0(g72),

Wie bereits erwéhnt, ist ein Element der GL(n, q) genau dann b-satt, wenn alle Eigenwerte,
die es iiber dem algebraischen Abschluss hat, nicht in Erweiterungskorpern von I, von kleinem
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Grad vorkommen - genauer Grad kleiner gleich b. Diese Eigenwerte {iber dem algebraischen
Abschluss nennen wir verallgemeinerte Eigenwerte oder einfach Eigenwerte. Wenn sie als Ei-
genwerte von b-satten Matrizen vorkommen kénnen, nennen wir sie auch b-séttigend und sonst
entsprechend nicht-b-séttigend.'?

Die Eigenwertverteilungen der Elemente bildet eine Aquivalenzklasse von GL(n,q). Zwei
Matrizen sind genau dann &dquivalent!!, wenn sie die selben Eigenwerte unter Beachtung der
Vielfachheiten besitzen.

Uns interessieren eigentlich nur Matrizen, deren Eigenwerte alle b-séttigend sind. Unter die-
sen ist aber die Verteilung der Eigenwerte irrelevant. Wir fiihren dafiir eine grobere Aquiva-
lenzrelation ein. Zwei Matrizen heiflen b-aquivalent!?, falls sie die selben nicht-b-sittigenden
Eigenwerte mit jeweils selber Dimension der Haupraume besitzen.

Wir kénnen Kardinalititen der b—Aquivalenzklassen als Produkt der Proportion b-satter
Matrizen und der Proportion unipotenter Matrizen'?, jeweils von kleinerem Grad, schreiben.
Dies erreichen wir durch eine Betrachtung von b-Hauptriumen, die analog zur b-Aquivalenz
definiert werden, und der Operation der GL(n,q) auf der Menge der Zerlegungen von V in
direkte Summen von b-Hauptrdumen.

Summieren wir iiber die b-Aquivalenzklassen auf, erhalten wir eine Summe der Proportionen.
Eine Summe tber die Grade (n von 0 bis unendlich) liefert ein Produkt von b-satter Potenzreihe
und der erzeugenden Funktion der Proportionen unipotenter Matrizen. Diese Funktion lésst sich
als Inverse der Euler’schen Funktion G(x;z) := [[3°;(1 — 27%2) schreiben, wobei z dann eine
Potenz der Korperordnung ¢ ist.

Die anderen klassischen Gruppen lassen sich auf gleiche Weise behandeln. Die Bestimmung
der moglichen Verteilungen der Eigenwerte, vor allem der nicht-b-sédttigenden, ist schwieriger
und der wesentliche Unterschied zu den Generellen Linearen Gruppen.

Die mogliche Verteilung der nicht-b-satten Eigenwerte ist auch fiir die Generellen Linearen
Gruppen der entscheidende Schritt, um die Proportionen fiir beliebige Schranken b € N zu be-
rechnen. Fiir b = 1 sind alle nicht-b-séttigenden Eigenwerte bereits Elemente des Grundkorpers
F,. Alle Elemente von F} konnen als Eigenwerte vorkommen und zu allen Kombinationen findet
man Matrizen, die diese Eigenwerte besitzen. Alle Kombinationen miissen und kénnen beachtet
werden. Fiir b = 2 ist dies nicht mehr der Fall. Der Galois-Konjugierte eines Eigenwertes ist eben-
falls ein Eigenwert und beide kommen mit der selben Vielfachheit vor. Diese beiden Elemente
von F 2 \F, miissen also gemeinsam betrachtet werden. Fiir groiere b gilt Entsprechendes.

Das zugrunde liegende Vorgehen der Betrachtung von b-Hauptrdumen und der Berechnung
der Proportionen iber die unipotenten Potenzreihen und die Euler’sche Funktion sind dem
Artikel [7] von Peter Neumann und Cheryl Praeger entnommen. Die Klassifikation klassischer
Gruppen beruht auf dem Buch [13] von Donald Taylor.
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HBeg.: ~y, “chi-Aquivalenz’", siehe Definition 2.34.
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13Fine Matrix g heifit unipotent, falls g — I nilpotent ist, also falls g nur den Eigenwert 1 hat, siche Definition
2.45 und Abschnitt 2.3.1.

“Eine holomorphe Funktion fiir alle z € C und alle |z| > 1, siche Abschnitt 2.3.2.
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Der folgende Satz gibt die Beweise an, die wir uns bis zum Schluss aufgehoben haben.

Satz 1.5 (Proportionen von Derangements und b-satten Permutationen)
Die Proportion b-satter Permutationen in der S, sei mit p% bezeichnet. Wir setzen pb(n) =0
falls n < b und py, := pl. als die Proportion der Derangements.

(i) Die Proportion der Derangements ist

_1)k
k!

S

I
(1=
—

und die Folge (pp)nen konvergiert gegen e~t. Genauer gilt

1

— _1 —
[pn =] < (n+ 1)

(ii) Die Proportionen 2-satter Permutationen p? konvergieren fiir n — oo gegen e ' - e~ 1/2,

(iii) Die Proportionen b-satter Permutationen pb konvergieren fiir n gegen unendlich gegen
e 22:1 % .
Beweis: Zu (i): Wir berechnen p,, tiber eine Siebformel:

n o 1\k
po = ol = ()= 0+ Q=2 = >0

n!

Dies ist genau die Partialsumme der Potenzreihenentwicklung von e~!.

Zu (ii): Die Proportion der Permutationen, die in Zykelzerlegung mindestens [ 2-Zykel und
k Fixpunkte besitzen, sei mit a( ;) bezeichnet. Es ist

1 ok ek nek—2(1—1n (n — k — 20)!
oy = O TR) —
11,

Damit liefert eine Siebformel

2 k+1
Dp = Z (=1 a .
0<k,l<n, k+21<n

Fiir n — oo konvergiert die Proportion gegen

E DR (2D )
(S5) G-

k=0

Zu (iii): Eine Moglichkeit ist es, wie in (i) und (ii) vorzugehen. Alternativ wollen wir ein
Resultat von Osias Gruder nutzen, siehe [5] Abschnitt 1. Gruder gibt, auf unser Problem an-
gewendet, eine Moglichkeit an, die erzeugende Funktion der Proportionen aller Permutationen,
die in disjunkter Zykelzerlegung ausschlielich Zykel von Lénge b oder kleiner besitzen auszu-
driicken. Genauer sei f,, die Proportion dieser Permutationen in der .S,,. Dann gilt nach [5]

6h(z) _ i fnzn
n=0
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mit h(z) =24+ % 4 .. + &
Jedes Element der Symmetrischen Gruppe besteht aus Zykeln von Lange kleiner oder gleich
b und aus langeren Zykeln. Damit gilt

n
1=>"fi-ph
1=0

Wir erhalten eine Gleichung fiir die erzeugenden Funktionen, indem wir beide Seiten mit 2"
multiplizieren und iber n summieren:

o0 (o)
(1=2)""=> faz"- > pha"
n=0 n=0

Um den Grenzwert der pl,’L zu ermitteln, driicken wir die Inverse der erzeugenden Funktion hier
frn als Potenzreihe aus:

e—h(z) _ Z fn—zn
n=0

mit f, € R. Damit gilt fiir die Potenzreihen

00 00 o n
Yoppt == Y frAt =00 f
n=0 n=0 n=01[=0

Wir erhalten mit einem Koeffizientenvergleich

n o0
pz = Zf[_ —>Zfl_7 n— 007
=0

=0

b
der Grenzwert ist aber gerade e (1) = ¢~ 2k VE,



Kapitel 2

Klassische Gruppen

In diesem Kapitel wollen wir Vorbereitungen fiir unsere Betrachtungen von klassischen Gruppen
treffen. Wir definieren bendtigte Begriffe und erwéhnen einige hilfreiche Sétze.

Zunéchst konstruieren wir die klassischen Gruppen, die wir in Tabelle 1 angegeben haben.
Die Klassifikation klassischer Gruppen im folgenden Abschnitt beruht auf Donald Taylor [13].

2.1 Klassifikation

In diesem Abschnitt sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem endlichen Koérper
K. Die Dimension von V sei n € N. Wir betrachten Abbildungen des Vektorraums auf sich
selbst, die die Vektorraum-Struktur erhalten.

Definition 2.1 o Fine Abbildung f : V — V heifit semilinear, falls ein Kérperautomorphis-
mus o € Aut(K) existiert, sodass f(av + w) = o(a)f(v) + f(w) fir allea € K, v,w €V
gilt. f heifst dann auch o-linear.

o 'L(V):={f:V =V | f semilinear } ist die semilineare Gruppe.

e Die Generelle Lineare Gruppe GL(V) := {f € 'L | f 1 — linear } ist ein Normalteiler
von I'L.

e Die Spezielle Lineare Gruppe SL(V') ist die Kommutatorgruppe von GL(V') und der Kern
der Determinantenabbildung det : GL(V) — K*.

o V ist isomorph zu K™. Indem wir eine Basis von V fixieren, kénnen wir ein g € TL(V)
als (n x n)—Abbildungsmatrix dber K auffassen und damit ist TL(V) = T'L(K"™). Fir
K =T, setzen wir

I'L(n,q) :=TL(n,K):=TL(K"), GL(n,q) := GL(n,K) := GL(K"), ....

Wir betrachten auch den Matrixring M (V') := Endg(V'), M(n,q) := K™*".

Bekanntermaflen ist GL(V') die Einheitengruppe von M (V'), worauf wir in spiteren Kapiteln
zuriickkommen wollen.
Wir wollen im weiteren V' = K™ und damit GL(V) = GL(n, q) annechmen.

Bemerkung 2.2 GL(n,q) operiert requlir auf den (geordneten) Basen von V. Deren Anzahl
ist dann die Ordnung der GL(n,q):

n(n—1) "

IGL(n,q)l=q" = [](d"—1).

i=1
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Zuséatzlich gibt es im wesentlichen drei weitere Klassen von klassischen Gruppen, die Sym-
plektischen, die Unitdren und die Orthogonalen Gruppen. Diese wollen wir jetzt iiber ihre Ses-
quilinearformen (siche néchste Definition) und Quadratische Formen (siehe Definition 2.6) kon-
struieren.

Definition 2.3 e Der Dualraum von V' ist der Vektorraum der Linearformen von V, d.h.

V*i={p:V = K|p linear}.

e Fine Abbildung B : VXV — K ist eine Sesquilinear form, falls ein Korperautomorphimus
o € Aut(K) existiert, sodass fir alle u,v,w € V und a € K gilt:

Blau + w,v) = af(u,v) + f(w,v)

und
B(u, av +w) = o(a)B(u,v) + Bu, w).

B heifst dann auch o—sesquilinear.

e FEine Sesquilinearform ( heifft nicht-ausgeartet, falls f(v,u) = 0 fir alle u € V impliziert,
dass v =0 gilt.

e FEine Sesquilinearform [ heifit relexiv, falls f(v,u) = 0 dquivalent zu 5(u,v) = 0 ist.

e Ein Vektorpaar (u,v) € V2 heifit orthogonal, falls 5(u,v) = 0.

o Flir einen Untervektorraum W <V definieren wir das orthogonale Komplement
Wh={ueV|Buv)=0YveW}.

Ist 0 = 1 = idy, so sind die o—Sesquilinearformen gerade Bilinearformen.

Wir kénnen die Orthogonalitétsrelation auf den Paaren von Vektoren definieren. Dann ist 3
genau dann reflexiv, wenn die Relation symmetrisch ist. Dies ist, falls 8 nicht-ausgeartetet ist,
dquivalent dazu, dass (W)L = W fiir alle W <V gilt.

Satz 2.4 (Birkhoff, von Neumann) V sei ein endlich-dimensinaler K — Vektorraum der Dimen-
sion n > 3. [ sei eine reflexive, nicht-ausgeartete o-Sesquilinearform, o € Aut(K).
Dann gilt einer von drei Fdllen:

(i) (Alternierend) o =1 und f(v,v) =0 fir allev € V.

(ii) (Symmetrisch) o =1 und B(u,v) = B(v,u) fir alle u,v € V.
(iii) (Hermitsch) o = 1 und B(u,v) = o (3(v,u)) fir alle u,v € V.
Beweis: Siehe [13], Theorem 7.1 (S. 53).

Definition 2.5 Ist 8 eine alternierende Bilinearform oder Hermitsche Sesquilinearform (d.h. 3
ist vom Typ (1) bzw. (7)), so heifst (V,3) Symplektischer bzw. Unitdrer Raum.

Ist eine Bilinearform 5 symetrisch, so werden wir den zugehorige Raum als Orthogonalen
Raum bezeichnen. Allerdings ist eine Definition dieses Raumes iiber g fiir Kérper der Charak-
teristik 2, d.h. Primkérper [, = [Fo, ungiinstig fiir die Betrachtung der Orthogonalen Gruppen.
Wir definieren Orthogonale Rdume iiber quadratische Formen.
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Definition 2.6 e Fine Abbildung Q : V — K heifit quadratische Form, falls Q(av) =
a’Q(v) fir allev € V,a € K gilt und

B:VXxV =K, (u,v)— Qu+v)—Qu)— QW)
eine Bilinearform ist. 3 heifit Polarform zu Q).

e Fine Quadratische Form @ heifit nicht-ausgeartet, falls fir v € V mit Q(u) = 0 und
B(u,v) =0 fiir alle v € V bereits u =0 folgt.

o (V,Q) heifit Orthogonaler Raum.

Ist die Charakteristik von K ungerade, so ist die Polarform g eine symmetrische Bilinearform
und @ ist durch  festgelegt. Die orthogonalen Rdume iiber Kérpern ungerader Charakteristik
sind somit wie die symplektischen tiber eine Bilinearform definiert.

Ist die Charakteristik aber 2, so ist [ alternierend. @) ist aus 8 im Allgemeinen nicht re-
konstruierbar. Die orthogonalen Gruppen iiber Korpern gerader Charakteristik miissen also
(zunéchst) gesondert betrachtet werden.

Wir wollen Untergruppen der Generellen Linearen Gruppe klassifizieren, deren Elemente mit
einer Sesquilinearform vertréglich sind. Diese, Isometrien genannt, werden dann die gesuchten
Gruppen bilden.

Definition 2.7 Seien 1,82 reflexive o1— bzw. g9—Sesquilinearformen auf K— Vektrordgumen
Vi bzw. Va. Eine o—lineare Abbildung g : Vi — Vo heifst Isometrie, falls oo0 = 0oy und

Pa(g(u), 9(v)) = o (Bi(u, v))

fiir alle u,v € V1 gilt.
Ist g linear, also o =1, so heifit g lineare Isometrie.

Bemerkung 2.8 Ist 8 eine Sesquilinearform auf V', so ist
{g € GL(V)| g ist lineare Isometrie beziglich (V,[3)}

= {9 € GL(V)| B(g(u), 9(v)) = B(u,v) V u,v € V}

eine Gruppe, die Invariantengruppe von 3. Dies werden fiir die entsprechenden Typen von Sesqui-
linearformen die Symplektischen, Unitdren und, fir ungerade Charakteristik, die Orthogonalen
Gruppen sein. Dies sind die weiteren klassischen Gruppen, die wir betrachten wollen.

Bevor wir die Gruppen einzeln betrachten, wollen wir noch einige Begriffe einfithren und den
bekannten Satz von Witt erwédhnen.

Definition 2.9 Sein V' ein K-Vektorraum, B eine Sesquilinearform und @) eine quadratische
Form aufV

e Das Radikal von 3 ist der Untervektorraum rad V :=V+ = {v € V| B(v,u) YV u € V}.

Ein Vektor v e V, v # 0, heifst isotrop, falls f(v,v) = 0.

Ein Untervektorraum W <V heifit total isotrop, falls W+ C W.

FEine Vektor v € V., v # 0, heifit singular, falls Q(v) = 0.

Ein Untervektorraum W <V heifsit total singulér, falls alle v e W singuldr sind.

Ein Untervektorraum W <V heifit degeneriert, falls W N W+ £ (.
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o fulls V =Ud W und U C WL, so schreiben wir V.= ULW wund bezeichnen dies als
orthogonale direkte Summe.

e FEine (orthogonale) Zerlegung von V' ist eine orthogonale direkte Summe von Untervektor-
raumen Uy, ...,Ug mit

V=U1Uyl...LU;

(L ist assoziativ).

e Ein Paar (u,v) € V? heifit hyperbolisches Paar, falls u und v isotrope Vektoren sind und
B(u,v) = 1 gilt. Im Falle eines Orthogonalen Raumes (V,Q) seien u und v aufSerdem
singuldre Vektoren. Das Erzeugnis (u,v) < V heifst hyperbolische Gerade (als Element
des Projektiven Raums aufgefasst).

Satz 2.10 (Witt) SeiV ein K-Vektorraum und 3 eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf
V. Sein W <V und f: W — V eine lineare Isomentrie bzgl. 5.
Dann ezistiert eine lineare Isometrie g : V. — V' mit g, = [ genau dann, wenn

flrad VW) =rad VN f(W) gilt.
Beweis: Siehe [13], Theorem 7.4 (S.57).

Folgerung 2.11 Alle maximalen, total isotropen Untervektorraume haben die gleiche Dimensi-
on.

Bekanntermaflen gilt fiir Untervektorraume W die Dimensionsformel
dim W + dim W+ = dim V = n.
Somit haben isotrope Untervektorrdume héchstens Dimension 3.

Definition 2.12 Sei W < V' ein mazimaler, total isotroper Untervektorraum von V bzgl. [.
Dann heift m := dim W < & der Witt-Index von (V, ).

Ist Q eine quadratische Form, so bezeichnet der Witt-Index von (V,Q) die Dimension des
(eindeutigen) mazximalen, total singuldren Untervektorraums.

2.1.1 Symplektische Gruppen

Betrachten wir zunéchst den ersten Fall in Birkhoffs und von Neumanns Satz (s. 2.4). Also
seien im Folgenden V' ein [F;—Vektorraum der Dimension n > 2 und f eine nicht-ausgeartete
alternierende Bilinearform auf V.

Definition 2.13 e (V,3) heiffit Symplektischer Raum.
o Wir definieren f :V — V* v~ B(—,v) und damit die Symplektische Gruppe als
Sp(V):={9€ GL(V)| g9f = fg}.
Wir fassen einige hilfreiche Eigenschaften zusammen.
Bemerkung 2.14 (i) f(u,v) = —f(v,u) Y u,v € V .
(it) Fir g € GL(V) gilt:

g€ Sp(V) < B(g(u), g(v)) = Bu,v) ¥V u,v € V.
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(iii) Sei B = (by,...,by) eine Basis von V und ® die zugehirige Gram-Matriz, d.h.
d = (B(b;, bi))i j=1,..n Ein Element g € GL(n,q) sei als Abbildungsmatriz beziglich der
Basis B aufgefasst. Dann liegt g genau dann in Sp(V'), wenn

g'eg = @
gilt.
(iv) Die letzte Figenschaft liefert eine Isomorphie von Sp(V) und Sp(K™) < GL(n,q).
Im Folgenden sei V' mit K™ identifiziert.
Definition 2.15 Sp(n,q) := Sp(n, K) := Sp(K™) (wie in Definition 2.1).

Wir wollen die Ordnungen der Symplektischen Gruppen bestimmen. Dazu wollen wir wieder
Basen zéhlen, wie wir bereits zur Bestimmung der Ordnung der GL(n, q) vorgegangen sind. Wir
schrankten uns auf gewisse Basen ein.

Sei (u,v) € V2 ein hyperbolisches Paar, d.h es gelte 5(u,v) = 1. Da $ alternierende Biline-
arform ist, gilt damit S(u,u) = B(v,v) = 0 und B(v,u) = —1. So ein Paar existiert immer, da
B nicht-ausgeartet ist. Haben wir so ein Paar gefunden, knnen wir eine Basis konstruieren, die
das Paar enthélt und ansonsten nur orthogonale Vektoren zu u und v. Dieses Vorgehen kann
fortgesetzt werden.

Lemma 2.16 Sei (u,v) € V2 ein hyperbolisches Paar. Dann gilt

V = (u,v) L(u,v)t.

Setzen wir dieses Vorgehen fort und suchen ein hyperbolisches Paar in (u,v)* usw., so kénnen
wir eine Basis konstruieren.

Insgesamt existiert eine Basis (€1, f1, ..., €m, fm) mit (€1, f1), .-y (€m, fin) hyperbolischen Paa-
ren. m = 5 ist der Witt-Index von (V,3) und insbesondere ist n gerade. Weiterhin stehen die

Paare orthogonal zueinander, d.h. die Gram-Matriz ist

v=pu(( 5 ) (N 0):

Beweis: Wegen B(u,v) # 0 # B(v,u) gilt (u,v) N (u,v)*~ = 0. Aus Dimensionsgriinden folgt eine
orthogonale Summe
V = (u,v) L{u,v)".

A ist nicht-ausgeartet und somit ist insbesondere dim(u,v)* > 2 (oder dim V = 2 und wir sind
fertig). Ein hyperbolisches Paar in (u, v)*
setzen. Wir erhalten eine Basis aus hyperbolischen Paaren. Die Paare sind paarweise orthogonal
zueinander. Insbesondere ist dim V' = n gerade.

Seinun (e, f1, ..., €m, fm) S0 eine Basis von hyperbolischen Paaren. Die Grammatrix hat dann
die angegebene Form und (e, eg, ..., e,,) ist ein total isotroper Teilraum. Dieser ist offensischtlich
maximal, also ist m der Witt-Index von (V] 3). O

existiert damit und wir kénnen unser Vorgehen fort-

Die Basen mit dieser Eigenschaft heiflen auch symplektische Basen. Die Symplektische Grup-
pe operiert reguliar auf den geordneten symplektischen Basen. Die Ordnung der Gruppe ist also
gleich der Anzahl der symplektischen Basen.

Satz 2.17 FEs gilt

2

m
1Sp(2m, q)| = ¢™ [](¢* ' —1).
=1
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Beweis: Seien (u,v) und (u,v’) hyperbolische Paare. Mit dem letzten Lemma gilt B(u,v’) =
B(u,v) = 1. Alle v +w € V mit w € (v)* bilden mit u andererseits symplektische Paare. Eine
Normierung liefert die Anzahl der symplektischen Paare:

(@~ (@ ~ )

2m 2m—1
—1)g .
qg—1

= (g

Die Anzahl der symplektischen Basen und damit die Ordnung der Symplektischen Gruppe ist
dann wegen der orthogonalen direkten Summe im letzten Lemma gleich

2

m
[T@ -1t = ¢™ [[(@* —1).
=1 i=1

2.1.2 Unitare Gruppen

Als nichstes betrachten wir den Fall, dass V' ein [F 2 —Vektorraum der Dimension n > 1 und j
eine nicht-ausgeartete o—Sesquilinearform auf V ist mit 02 = id. Fiir u,v € V gilt auBerdem

Blu,v) = o (B(v,u)).
Definition 2.18 e (V,3) heifit Unitarer Raum.
o Wir definieren die Unitdre Gruppe als
U(V):={g9eGL(V)| Bg(u), g(v)) = B(u,v) ¥ u,v € V}.
Bemerkung 2.19 FEinige hilfreichen Eigenschaften sind
(i) det(g)o(det(g)) =1 fiir alle g € U(V),
(i) det(U(V)) ={A€Fp | Ao(\) =1}.

(iii) Sei B = (by,...,by) eine Basis von V und ® die zugehirige Gram-Matriz, d.h.
® := (B(bisbj)); j—1.. - Lin Element g € GL(n,q) sei als Matriz beziglich der Basis B
aufgefasst. Dann liegt g genau dann in U(V'), wenn

g ®(og) = @
gilt.

Das Bild der Determinantenabbildung ist genau der maximale Teilkorper F, von F, 2. Der
Korperautomorphismus o ist der Frobeniusautomorphismus:

()i=o0: Fe—=Fp, A= Ai=o0(A\) =\

Damit ist die Unitdre Gruppe U (V) auch eindeutig, unabhéingig von o, gegeben. Wir kénnen
uns auf die Betrachtung von V' = K™ beschréinken.

Definition 2.20 U(n,q) :=U(n,K) :=U(K") .

Das néchste Lemma zeigt, dass wir wieder Basen aus paarweise orthogonalen hyperbolischen
Paaren finden werden (wenn die Dimension gerade ist). Bezeichnen wir Basen mit dieser Eigen-
schaft als unitdre Basen, so operiert U(V') auf diesen Basen reguliar. Wir werden die Ordnung
der Unitdren Gruppe bestimmen, indem wir die unitdren Basen zédhlen.
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Lemma 2.21 (i) Ist n = dimV > 2, so enthdlt V' ein hyperbolisches Paar.
(ii) Sei (u,v) € V2 so ein Paar. Dann gilt

V = (u,v) L{u,v)".

(iii) Ist n gerade, so existiert eine Basis (e1, f1,...,e, fi) von V. mit (e1, f1), ..., (e, fi) hyper-
bolischen Paare, die paarweise orthogonal zueinander sind. | = 5 ist der Witt-Index von

(V.B).

(iv) Ist n ungerade, so existiert eine Basis (e, fi1,...,e, fi,w) von V mit (e1, f1),..., (e, fi)
hyperbolischen Paare, die paarweise orthogonal zueinander sind. w ist orthogonal zu allen
Paaren und kann so gewdhlt werden, dass f(w,w) =1 gilt. Der Witt-Index von (V, ) ist

n—1

dann | = R

Beweis: 3 ist nicht alternierend, also existiert ein @ € V mit X\ := 8(#, ) # 0. Dann gilt A = \.

Sei @ € V orthogonal zu © und a € F2 so gewdhlt, dass aa = M gilt (dies geht immer, da

M € F, und z + 27 gerade die Normabbildung der Kérpererweiterung I,z /IF, ist). Damit
gilt

B(av + 1, ad + ) = f(ad, ad) + B(4, @) = aa + B(u,u) =0
und somit ist v := a? + @ ein isotroper Vektor. Da [ nicht-ausgeartet ist, finden wir einen
Vektor u, fir den f(v,u) = 1 gilt. Ohne Einschrankung ist u isotrop (sonst verfahre man wie
oben). (u,v) ist somit ein hyperbolisches Paar. Damit haben wir (i) gezeigt. (ii) folgt sofort aus
Dimensionsgriinden.

Setzen wir das Vorgehen fort, so erhalten wir maximal 2! linear unabhéngige Vektoren,
bestehend aus [ hyperbolischen Paaren, die alle paarweise orthogonal zueinander sind. Mit (i)
ist [ = 5, falls n gerade ist, und [ = ”51, falls n ungerade ist. Seien (ey, f1), ..., (e, fi) diese
Paare. Ist n gerade, so bilden ey, f1, ..., e, f; eine Basis und (iii) ist offensichtlich. Ist n ungerade,
so ist (eq, f1,...,e;, fi)* ein eindimensionaler Teilraum. Sei w # 0 ein Element dieses Raums.
Dann ist (eq, fi, ..., €1, fi, w) eine Basis von v. Wir miissen noch zeigen, dass w nicht isotrop ist.
Dies ist aber sofort ersichtlich, denn § ist nicht-ausgeartet und w ist orthogonal zu allen anderen
Basiselementen.

O

Eine Basis der Form (eq, f1, ..., e, f;) wie in (iii) im letzten Lemma oder (eq, f1, ..., e, f1, w)
wie in (iv) bezeichnen wir als unitére Basis. Auf den unitidren Basen operiert die Unitére Gruppe
reguldr und wir haben somit einen Ansatz, um die Ordnung der Gruppe zu bestimmen.

Satz 2.22 Fs gilt

n(n—1) KL

Un,g)l=a" = J[(@ —(=1).
i=1

Beweis: Wir wollen die Anzahl der unitdren Basen bestimmen. Dafiir gehen wir in mehreren
Schritten vor.

1. Schritt: Sei (u, v) ein hyperbolisches Paar. Dann enthilt (u,v) genau (¢?—1)(g+1) isotrope
Vektoren.
Denn die Vektoren a - u fir a € ]F'Zg sind sicher isotrop. Ein Element u 4+ bv ist genau dann
isotrop, wenn gilt B(u + bv,u + bv) = 0. Mit

B(u+ bv,u+ bv) = bB(v,u) +bB(u,v) =b+b
gilt dies genau dann, wenn b im Kern der Spurabildung

Spur : Fp2 — Fy, A A+ A
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ist. Die Spur ist surjektiv, also gibt es % = q mégliche b. Somit sind (¢* — 1) + (¢ — 1)q =
(¢ —1)(g + 1) isotrope Vektoren in (u,v) enthalten.

2. Schritt: V enthélt (¢"* — (=1)""1)(¢" — (—1)") isotrope Vektoren.

Denn sei ¢, die Anzahl der isotropen Vektoren in V = K™. Es ist ¢y = 0, denn f ist nicht-
ausgeartet und to = (¢> — 1)(q + 1) nach Schritt 1.

Sei nun n > 2 und (u, v) ein hyperbolisches Paar. Wir zdhlen zunéchst die isotropen Vektoren
in (u)t. Sei w € V orthogonal zu u. Dann ist w = au+w' mit a € F2 und w’ € (u,v)* eindeutig
schreibbar. w ist genau dann isotrop, wenn w’ isotrop und a beliebig oder w’ = 0 und a # 0
sind. Es gibt also (¢2 — 1) 4 ¢%t,,_2 isotrope Vektoren in (u)*. Sei nun w € V\ (u)*. Dann ist w
eindeutig schreibbar als w = au 4 bv 4w’ mit a,b € F2 und w’ € (u, v)*. Es muss b # 0 gelten.
Es gibt ¢?"~* hyperbolische Geraden (u,w), die insbesondere nicht entartet sind (a = 0 und w’
frei wihlbar). Damit gibt es also (g% — 1)¢?"~3 weitere isotrope Vektoren.

Wir erhalten fiir n > 2 die Rekursionsgleichung

b = Clnoa + (@2 = 1)@ + (¢ — 1).

Aus dieser Gleichung erhalten wir leicht die angegebene Anzahl.

3. Schritt: Die Anzahl an hyperbolischen Paaren in V ist ¢ 3(¢" 1 — (=1)"71)(¢" — (—=1)").
Denn sei (u,v) ein hyperbolisches Paar. Dann liegt v nicht in (u)* und in (v) gibt es keine
weiteren Vektoren, die mit u ein hyperbolisches Paar bilden (hyperbolische Paare sind normiert).
Nach unseren Uberlegungen im 2. Schritt gibt es damit ¢2"~3 isotrope Vektoren, die mit u (in
der 1. Komponente) ein hyperbolisches Paar bilden.

4. Schritt: Nun kénnen wir die Anzahl der unitdren Basen bestimmen. Sei zunéchst n gerade.
Dann ist die Anzahl der unitédren Basen, unter Verwendung von (iii) des letzten Lemmas, gleich

R O Y L 1 G G i I G Y L [ L O D R

Sei nun n ungerade. Eine unitére Basis hat nach (iv) im letzten Lemma die Form

(elafla "'7el1fl7w)

mit hyperbolische Paaren (e;, f;) und S(w,w) = 1. Es gibt ¢ + 1 Moglichkeiten, w zu wéhlen.
Damit ist auch jetzt die Anzahl der unitdren Basen gleich

e (e O e (e G Y L e i O D [ C ) e R (R

2.1.3 Orthogonale Gruppen

Die 3. Moglichkeit im Satz von Birkhoff und von Neumann ist, dass 3 : V x V — F, eine
symmetrische Bilinearform ist. Wie wir bereits erwahnt haben, ist es nicht ausreichend, die
Invariantengruppe der Bilinearform zu betrachten. Wir betrachten die Invariantengruppe einer
quadratischen Form. Sei also im Folgenden @ : V' — F, eine quadratische Form, das heift fiir
a € Fyund v € V gilt Q(av) = a>Q(v) und die Polarform 3 : V x V — F, ist eine Bilinearform,
wobei 8 definiert ist als

Blu,v) :=Q(u+v) — Q(u) — Q(v) mit u,v € V.
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Es sei auBlerdem vorrausgesetzt, dass () nicht-ausgeartet ist, also dass 0 der einzige singulére
Vektor (bzgl. ) im Radikal von 3 ist. (Aquivalenterweise ist die Einschrinkung von Q auf dem
Radikal injektiv, denn @ ist auf rad V additiv).

Definition 2.23 o (V,Q) heifft Orthogonaler Raum.

o Wir definieren die Orthogonale Gruppe als Invariantengruppe von Q:
QV):={g€ GL(V) | Q(g(v)) =Q(v) Vv € V'}.
Wir fassen einige hilfreiche Eigenschaften zusammen.

Bemerkung 2.24 (i) Ist die Korpercharakteristik qy ungerade, so ist die Polarform B sym-
metrisch und nicht-ausgeartet und O(V') ist die Invariantengruppe von [3. Ist eine symme-
trische Bilinearform [3' gegeben, so konnen wir eine Quadratische Form tiber

Q =V Fq, v— %B(v,v)

definieren, deren Polarform gerade wieder 3" ist. Quadratische und Polarform legen sich
also gegenseitig eindeutig fest.

(ii) Ist die Charakteristik wiederum 2, so gilt firv eV
Bv,v) = Qv +v) = Qv) = Q(v) = 0.

Damit ist B alternierend und, da die Charakteristik 2 ist, damit auch symmetrisch. Offen-
sichtlich kénnen mehrere quadratische Formen die gleiche Polarform haben.

(iii) Sei B = (b1, ...,by) eine Basis von V und ® die zugehirige Gram-Matriz von [3, d.h.
® := (B(bi;b))); j—1.. - Ein Element g € GL(n,q) sei beziiglich der Basis B aufgefasst.
Wegen den beiden oberen Punkten folgt aus g € O(V), dass gilt

¢"Pg = ®.
Ist die Charakteristik ungerade, so gilt auch umgekehrte Implikation.

(iv) Aus dem letzten Punkt folgt insbesondere, falls die Polarform [ nicht-ausgeartet ist, dass
Elemente der Orthogonalen Gruppe die Determinante 1 oder —1 haben. Dies gilt bei un-
gerader Charakteristik immer.

(v) Ist die Charakteristik gerade, so ist die Determinante immer 1 (die Elemente der Orthogo-
nalen Gruppe lassen eine symplektische Form invariant und liegen somit in der Speziellen
Linearen Gruppe, siehe auch [13] S. 137).

(vi) Sind u,v € V- mit f(u,v) = 0, so erhalten wir durch Auswerten von [(u,v) die nitzliche

Eigenschaft
Qu+v) =Q(u) + Qv).

Wir sollten noch erwihnen, dass die Struktur der Orthogonalen Gruppe O(V') stark von den
Eigenschaften der quadratischen Form @ abhéngt. Haufig schreibt man deswegen auch O(V, Q)
statt O(V'). Das néchste Lemma wird uns aber liefern, dass es fiir ungerade Dimension nur
einen Isomorphietyp der Orthogonalen Gruppen und fiir gerade Dimension genau zwei Isomor-
phietypen gibt. Wir werden unsere Notationen der Orthogonalen Gruppen danach entsprechend
anpassern.

Lemma 2.25 (i) Istn =dimV > 3, so enthdlt V ein hyperbolisches Paar aus zwei singuldren
Vektoren.
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(ii) Sei (u,v) € V2 so ein Paar. Dann gilt

V = (u,v) L{u,v)".

(iii) Es existieren hyperbolische Paare (e1, f1), ..., (e1, fi) in V, jeweils aus singuldren Vektoren,
mit einer orthogonalen Zerlegung

V = {e1, f1)L...L{es, fi) LW,

wobei W keine singuldren Vektoren enthdlt und dimW € {0,1,2}. Der Witt-Index von
(V,Q) ist 1.

Beweis: Zu (i): Zunéchst zeigen wir, dass V einen singuldren Vektor enthélt. Sei zunéchst g
gerade. Dann existieren v € V\{0} und u € (v)*\(v). Bemerkung 2.24 (vi) liefert

Q(au+ by) = a’Q(u) + b*Q(v).

Alle Kérperelemente von F, sind Quadrate, also existieren a,b € F, mit ab # 0 und a’Q(u) +
b2Q(v) = 0. Damit ist au + by # 0 ein singulirer Vektor. Sei nun ¢ ungerade. Dann existieren
linear unabhéngige u,v,w € V mit (u,v) = 0 und S(u,w) = f(v,w) = 0. AuBerdem seien u, v
und w nicht singuliir (sonst sind wir fertig). Die Mengen {a?Q(u)|a € F,} und {—(b?Q(v) +
Q(w))|b € F,} haben jeweils %1 Elemente und damit ein gemeinsames. Es existieren also
a,b € [Fy, mit

Q(au 4 bv + w) = a*Q(u) + *Q(v) + Q(w) = 0.

Wegen Q(w) # 0 ist au + bv + w # 0 ein singuldrer Vektor.

Insgesamt gibt es also einen singulidren Vektor v # 0. Sei w € V mit f(u,w) # 0 (Q ist
nicht-ausgeartet und somit ist 0 der einzige nicht singuldre Vektor im Radikal von ). Wir
setzen v := —Q(w)B(u, w) %u + Blu, w) tw. Es gilt

Bu,v) = =Q(w)B(u, w) B, u) + Slu,w) "' flu,w) =0+ 1 =1
und

—Q(w) —Q(w)
Blu, w) Blu,w)

Somit ist (u,v) ein hyperbolisches Paar aus singuldren Vektoren.
(ii) und (iii) folgen jetzt sofort.

—Q(w)

ww) = Blu,w) 2(B( o]

Q(v) = Blu,w)2Q(

w) + Q(

u) + Q(w) = 0.

O

Verschiedene Orthogonale Rdume koénnen sich also bis auf Isometrie nur durch die Dimen-
sion des Teilraums W aus dem letzten Lemma und das Abbildungsverhalten auf dem Teilraum
unterscheiden. Es gibt also insbesondere nur endlich viele Isomorphietypen von Orthogonalen
Gruppen.

Folgerung 2.26 (i) Ist dim W = 0, so gilt fiir einen beliebigen Vektor Z§:1 ae; +bfi eV
mit a;,b; € Fy:
! l
Q) aiei +bifi) =) aib;.
i=1 i=1
Insbesondere sind alle Orthogonalen Rdume, deren Witt-Index die Hdlfte der Dimension

ist, isometrisch. Die Polarformen sind immer nicht-ausgeartet. Alle Orthogonalen Gruppen
dieser Rdaume sind isomorph.
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(it) Ist dmW =1, d.h W = (w) mit Q(w) # 0, so gilt fir einen beliebigen Vektor
Zﬁzl(aiei +bifi) +cw eV mit a;, b, c € Fy:

l

!
QY _(aiei + bifi) + cw) =Y aib; + FQ(w).
i=1

i=1

Ist q gerade, so gibt es nur einen Isometrietyp dieser Orthogonalen Riaume. Die zugehirige
Polarform ist ausgeartet mit Radikal W. Ist ¢ ungerade, so gibt es zwei Isometrietypen,
die Rdume, bei denen Q(w) ein Quadrat ist, und die Riume, bei denen das nicht gilt.

(iii) Ist dimW =2, d.h W = (e, f) mit Q(e) =1 und S(e, f) =1, so gilt fiir einen beliebigen
Vektor Zézl(aiei +bifi) +ae+bf €V mit a;,b;,a,b € Fy:

l l

QY (aies +bifi) +ae +bf) = aib; + a® + ab + b*Q(f).

=1 =1

Die Polarform ist nicht-ausgeartet und alle Orthogonalen Riume dieser Form sind isome-
trisch.

Vertreter der Isomorphietypen aus (i) bis (iii) definieren wir entsprechend.

Definition 2.27 (i) Ist (FZ,Q) ein Orthogonaler Raum mit gerader Dimension, dimV =
n = 2m, und Witt-Index m, so nennen wir sie auch vom Witt-Typ +. Die Orthogonale
Gruppe bezeichnen wir mit

O (2m,q) :== O(V).

(i) Ist (Fy, Q) ein Orthogonaler Raum mit ungerader Dimension, dimV = n = 2m + 1,
(Witt-Typ 0) so bezeichen wir die Orthogonale Gruppe, unabhdngig vom Isomorphietyp,
mit

O2m+1,q) :==0(V).

(iii) Ist (Fy, Q) ein Orthogonaler Raum mit gerader Dimension, dimV = n = 2m, und Witt-
Index m — 1, so hat sie Witt-Typ —. Wir bezeichen die Orthogonale Gruppe mit

O™ (2m,q) :=O(V).

(iv) Setzen wir e :== 2m—n+1, so ist € gleich 1,0 oder —1, je nachdem, ob wir die Fdlle (i), (ii)
oder (iii) betrachten. Wir schreiben O¢(2m, q) fiir die Gruppen OF(2m, q) beziehungsweise
O~ (2m, q).

Wir wollen jetzt die Ordnungen der Orthogonalen Gruppen bestimmen.

Satz 2.28 Fs gelten
(i)

m—1
0" (2m, q)| = 2¢™" (g™ — 1) T] (¢¥ - 1),
i=1
(it)

m2 m

2i
q (gt —1 alls q gerade,
0% @m +1,q)| = {& Tl =1) - Jollsa g
2q (g —1)  falls ¢ ungerade,
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(iii)
m—1
07 (2m, q)| = 2¢™™ V(g™ + 1) T] (¢* - 1).
=1

Beweis: Sei € = 2m — n 4+ 1. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Schritt: Die Anzahl der singuliren Vektoren in V ist (¢!~¢ +1)(¢' — 1), wobei I den Witt-
Index bezeichnet.
Denn sei of die Anzahl der singuldren Vektoren. Fiir [ = 0 gibt es keine singuléren Vektoren,
d.h. 0§ = 0. Ansonsten seien (u,v) € V? ein hyperbolisches Paar aus singuliren Vektoren und
w € V ein singuldrer Vektor. Dieser ist eindeutig schreibbar als w = au + bv + w' mit a,b € F,
und w' € (u,v)*. Ist b = 0 so ist w genau dann singulir, wenn w’ = 0 und a # 0 oder wenn
w’ # 0 singuldr und a € Fy beliebig sind. Es gibt damit ¢ — 1 + goj_; singulére Vektoren in
(u)*. Angenommen w ¢ (u)*, d.h. b # 0, dann gilt Q(w) = ab + Q(w’) = 0 genau dann, wenn
a= %. Es gibt also weitere ¢"~2(q — 1) singulire Vektoren. Insgesamt gilt

of =qof 1 +4¢" a—1)+g—1.
Wie erwéhnt ist of = 0 und damit
of = (¢ +1)(d' - 1).

2. Schritt: Die Anzahl der hyperbolischen Paare in V' ist q”_QJf.
Denn ist u ein singuldrer Vektor und v € V so, dass (u,v) ein hyperbolisches Paar ist. Ein
anderer Vektor v" bildet mit u genau dann ein weiteres hyperbolisches Paar, wenn v’ die Form
v = —Qw') + v+ w mit w € (u,v)t (beliebig) hat. w’ ist also frei wihlbar und wegen
dim(u,v)* = n — 2 gibt es genau ¢"~20f hyperbolische Paare.

3. Schritt: Verwenden wir die Zerlegungen in Lemma 2.25 (iii) und zéhlen die Moglichkei-
ten, sukzessiv geordnete hyperbolische Paare zu wéhlen, so erhalten wir fiir die Ordnung der

Orthogonalen Gruppen
O(V)| = ¢ “ofq” > “af_1---¢' i jOW)],

wobei W ein Untervektorraum wie in Lemma 2.25(iii) sei.
4. Schritt: Es bleibt die Ordnung von O(W) fiir einen Vektorraum W der Dimension 0,1
oder 2, der keine singuldren Vektoren einer quadratischen Form @ enthélt, zu bestimmen. Es ist

1 falls dim W = 0,
|OW)| =<2 falls dimW =1,
2(¢g+1) falls dimW = 2.

Denn fir dimW = 0 ist O(W) = O(0,q) = {1} und fir dim W =1 ist O(W) = {£1}. Sei nun
dimW = 2, wollen wir die Ordnung der Gruppe O~ (2,q) bestimmen. Es ist W = (e, f) mit
e, f € V wie im Lemma, das heifit Q(e) = S(e, f) =1 und Q(f) # 0. Die Quadratische Fom ist
gegeben durch

Q(ae +bf) = a® + ab+ b*Q(f) mit a,b € F,.

Das Polynom z2 + x + Q(f) € Fy[z] ist irreduzibel (sonst gibe es einen singuliren Vektor). Sei
w eine Nullstelle. Wir identifizieren F 2 = F,[w] und erhalten den Isomorphismus

o: W = Fp, ae+bf = a— bw.

Sei 7 : Fp2 — Fg2 der nichttriviale Galoisautomorphismus. 7 bildet w auf —w — 1 ab. Die Norm
N der Korpererweiterung ist somit gegeben durch N = @Q o p~!. Wir wollen

O~ (2m,q) = {gp_leigo |beFpe, N(b)=1,i=0,1}
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zeigen. Sei also g € O~ (2m, q). Wir setzen b := ¢g(e) = pgp~'(1). b hat Norm 1, denn N (b) =
Q(g(e)) = Q(e) = 1. Sei nun b = 1 angenommen. Wir setzten ¢ := pg(—f) = pgp~(w) und
sehen N(c) = Q(f) = N(w). 1 + ¢ hat ebenso Norm Q(f), denn

N(1+¢)=Q(g9(p(1+w)) =Q(p(1+w)) =N1+w) = (1+w)(-w)N(w).

Damit ist ¢ eine Nullstelle von 22 + x + Q(f) und somit ¢ = w oder ¢ = 7(w) = —1 — w. Damit
gilt pgp~! € (7). Als Ordnung ergibt sich somit |O~(2m, q)| = 2(q + 1).
Die angegebenen Ordnungen kénnen jetzt leicht berechnet werden. (I

2.2 Eigenwerte

Wir wollen noch Eigenschaften von einzelnen Matrizen betrachten. Bekanntermaflen ist A € K
ein Eigenwert zu g € X (n, q), wenn ein Vektor v € K™, v # 0, mit gv = \v existiert. Also genau
dann, falls A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms (und des Minimalpolynoms) von
g ist. g hat genau dann keine Eigenwerte, falls das charakteristische Polynom keine Nullstellen
iiber K hat. Ist p also ein irreduzibler Teiler vom charakteristischen Polynom, so ist p das
Minimalpolynom fiir ein A ¢ K, das algebraisch iiber K ist. Insgesamt gilt Fy[\] = Fx (bzw.
Fg2[A] = F 2 im unitéren Fall), wobei k := degp > 1. Indem wir X (n, ¢) auf natiirliche Weise als
Untergruppe von X (n, qk) auffassen, existiert ein Vektor v € K[\|", sodass gv = Av gilt. Neben
A erfillen auch die anderen Nullstellen von p die gleichen Eigenschaften. Dies sind genau die
Galois-Konjugierten von A, also A, A4, ..., A" Der Kern von p(g) hat Dimension mindestens
k und enthélt einen k-dimensionalen, g-invarianten Teilraum von K™. Insbesondere ist g nicht
k—satt und hochstens (k — 1)-satt. Dies fithrt uns zu en folgenden Definitionen.

Definition 2.29 Sein g € X(n,q) und X € K.

e )\ heifst verallgemeinerter Eigenwert von g, falls \ eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von g ist. Ist es im Kontext klar, wollen wir einfach verallgemeinerte Eigenwerte
als Eigenwerte bezeichnen.

o )\ heifft b-séttigender Eigenwert von g oder b-sattigend fiir g, wenn A verallgemeinerter
FEigenwert von g ist und der Grad der Korpererweiterung K[M] echt grifier als b ist.

Bemerkung 2.30 Ist A b-sdttigend fiir g, so ist ein nicht-trivialer, von A induzierter g-invarianter
Teilraum mindestens k-dimensional, denn jeder Eigenwert induziert einen invarianten Unter-
vektorraum als Teilraum des Haupraums. Es gilt also die hilfreiche Aquivalenz

g € X(n,q) ist b-satt < alle verallgemeinerten Eigenwerte von g sind b-sdttigend.

Wir sehen also, dass die Eigenschaft b-satt zu sein, nur von den Eigenwerten abhéngt. Die
genaue Verteilung der Jordanblécke in der Jordannormalform ist in diesem Zusammenhang
weniger interessant. Die multiplikative Jordanzerlegung, die wir jetzt behandeln wollen, trennt
diese beiden Aspekte.

2.2.1 Jordanzerlegung

In diesem Abschnitt sei ausnahmsweise K ein perfekter, nicht unbedingt endlicher Kérper.

Definition 2.31 e Eine Matriz t € K™ heifit nilpotent, falls t* = 0 fir ein 1 > 1, also
falls O der einzige verallgemeinerte Figenwert ist.

e FEin Element u € X (n, K) heifst unipotent, falls u nur den verallgemeinerten Figenwert 1
besitzt, also falls uw — 1 nilpotent ist.
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e FEin Element s € X (n, K) heifit halbeinfach, falls sein Minimalpolynom separabel ist.

Ist s € X(n,K) halbeinfach, so hat das Minimalpolynom nur einfache Nullstellen. Uber
einem passenden Erweiterungskorper, der alle Eigenwerte enthélt, ist ¢ also diagonalisierbar.
Insbesondere sind, falls K algebraisch abgeschlossen ist, halbeinfach und diagonalisierbar aqui-
valent.

Satz 2.32 (Jordanzerlegung)
Seige X(n,K).

Dann existieren die

(i) additive Jordanzerlegung g = s+ t, wobei s € X (n, K) halbeinfach mit gleichem charakte-
ristischem Polynom wie g und t € K™*™ nilpotent sind und st = ts gilt.

(i) multiplikative Jordanzerlegung g = su = us, wobei s wie in (i) und u € X (n, K) unipotent
sind, insbesondere gilt u =1+ s~ 't.

Die Zerlegungen sind jeweils eindeutig. s,t und u sind als Polynome in g ohne konstanten Term
ausdriickbar. Das Element s heifit auch der halbeinfache Anteil von g und entsprechend t der
nilpotente Anteil und u der unipotente Anteil.

Beweis: Fiir den Beweis vergleiche man auch [1, S. 79] und [12, S. 24-26].
Zu (i): Sei zunédchst K algebraisch abgeschlossen. Dann zerfillt das ckarakteristische Polynom
Xg(x) von g in Linearfaktoren (x — ;) fiir die Eigenwerte A; von g, d.h.

S

Xg(z) = [ [ (& = X)"™, wobei Y ni=n.

i=1
Nach dem Chinesischen Restsatz existiert ein Polynom p(z) € K[z] mit
p(z) =X (mod (z —X;)") und p(x) =0 (mod z).

Wir definieren weiterhin s := p(g) und o := ¢ — p(g).

Beh.: g = s+t ist die additive Jordanzerlegung.

Offensichtlich vertauschen s und t¢. Das Minimalpolynom von s ist [[i_; (s — A;), also ist s
diagonalisierbar. Dies ist wegen K = K #quivalent zu halbeinfach. Sei V = K" = @¢_,; V), mit
Vi, = Kern((g — \i)™) die Zerlegung in Hauptrdume. Auf V), ist (g — ;)™ = 0, also hat s
die Form s = A\;I,,,. Aulerdem hat g auf V), nur den Eigenwert )\;, also ist ¢ = g — s auf Vj,
nilpotent. Dann ist ¢ aber insgesamt nilpotent. Dies zeigt die Behauptung.

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei g = '+t eine weitere (additive) Jordanzerlegung. Nun ist
s’ halbeinfach und somit diagonalisierbar und muss auf V), die Form A;I haben, also gilt s = &’
und damit auch t = ¢/,

Sei nun K nicht algebraisch abgeschlossen. iiber K habe g wieder die Eigenwerte \p, ..., A
und es existiert die Jordanzerlegung g = s + ¢ mit s,t € X (n, K). Wir wollen s,t € X(n, K)
zeigen. Dazu sei E/K eine Galoiserweiterung, sodass E alle Eigenwerte \; enthélt. Fiir alle
o € Gal(E/K) gilt 0(g) = g (komponentenweises Anwenden) und andererseits

o(g) =o(s) +o(t).
Aus der Eindeutigkeit der Jordanzerlegung, o(s) halbeinfach und o(¢) nilpotent folgt
o(s)=sund o(t) =t Vo€ Gal(E/K),

damit gilt s,¢ € GL(n, K) nach Galois.

Zu (ii): Sei g = s+t die additive Jordanzerlegung. Definiere u := I,, +s~'t. Dann ist u—I,, =
s~1t nilpotent, also ist u unipotent und die Eigenschaften der multiplikativen Jordanzerlegung
folgen direkt aus denen der additiven. O
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2.2.2 Eigenwertpaare und b-Aquivalenz

Eine Matrix ¢ ist genau dann b-satt, wenn der halbeinfache Anteil s b-satt ist. Dies hdngt nun
wiederum nur von den Eigenwerten oder dem charakteristischen Polynom ab. Es ist in diesem
Zusammenhang hilfreich, unsere Begriffe zu erweitern.

Definition 2.33 e Ein algebraisches Element \ € K heifit b-sittigend, falls
[K[\] : K] >b.

e Ein Polynom p(x) € K|x| heiffit b-satt, falls alle Nullstellen iber dem algebraischen Ab-
schluss b-sdttigend sind.

AuBlerdem koénnen wir eine fiir uns hilfreiche Aquivalenzrelation definieren.

Definition 2.34 Seien g,h € X(n,q). g und h heiffen x—aquivalent, Bezeichnung g ~ h, falls
die halbeinfachen Anteile von g und h konjugiert sind. Dies gilt natirlich genau dann, wenn die
charakteristischen Polynome gleich sind.

Die Ahnlichkeitsrelation von Matrizen ist eine Verfeinerung von ~,. Die Beschrinkung auf
halbeinfache Matrizen ist aber nur bedingt hilfreich. Wir wollen Proportionen berechnen und zu
verschiedenen halbeinfachen Matrizen ist die Anzahl der unipotenten Matrizen, die jeweils mit
der Matrix kommutieren, verschieden. So vertauschen alle unipotenten Matrizen mit

-1 0
< 0 _1 ) , aber
0 -1 11

kommutieren nicht (Zumindest falls die Korpercharakteristik nicht 3 ist, fiir Charakteristik 3
findet mal leicht ein anderes Beispiel).

Die Aufteilung der Matrizen mit Hilfe der Jordanzerlegung ist trotzdem hilfreich. Im letzten
Abschnitt des Kapitels betrachten wir dafiir unipotente Matrizen und insbesondere deren Pro-
portion. Zunichst wollen wir aber die y—Aquivalenz beziehungsweise als Vertreter die halbeinfa-
chen Elemente weiter betrachten. Man kann halbeinfache Elemente nach ihren unterschiedlichen
Eigenwerten zerlegen beziehungsweise die Proportionen aufteilen, da sie (block-)diagonalisierbar
sind. Interessant sind dann nur halbeinfache Matrizen, die wenige verschiedene Eigenwerte besit-
zen. Welche Eigenwerte notwendigerweise zusammen auftreten miissen, klart der néchste Satz.

Satz 2.35 Sei A algebraisch iber K.

(i) Seig € GL(n,q). Ist X ein verallgemeinerter Eigenwert, so sind auch alle anderen Galois-
Konjugierten \' mit i > 0 Eigenwerte von g.

(i) Sei g € Sp(n,q) oder g € O°(2m,q). Ist X ein verallgemeinerter Eigenwert, so sind auch
alle Galois-Konjugierten und A\~ und alle Galois-Konjugierten von A\~ Eigenwerte von

g.

(iii) Sei g € U(n,q). Ist X\ ein verallgemeinerter Eigenwert, so auch A~? und alle Galois-
Konjugierten Eigenwerte von g.

Beweis: Zu (i): Sei A ein Eigenwert von g € X (n,q). Dann ist A\ eine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms x4, von g. Da alle Koeffizienten von x, in K liegen, sind auch die Galois-
Konjugierten von A Nullstellen und damit Eigenwerte von g.



KAPITEL 2. KLASSISCHE GRUPPEN 24

Zu (ii), (iii): Wir definieren

. A~L o falls X € {Sp, O},
Tl falls X = UL
Es sei ® die Gram-Matrix, jeweils fiir die drei klassischen Gruppen. Fiir ein Element g € Sp(n, q)
oder g € O¢(2m, q) gilt dann ¢"®g = ®. Fiir g € U(n, q) bezeichne g € U(n, q) die Matrix, die
durch Anwenden von = — x4 auf alle Eintrige entsteht. Dann gilt g'"®g = ®. Wir definieren

o= g " falls X € {Sp, O},
|t falls X =U.

In den betrachteten Fillen ist ® invertierbar, also sind g und g* &hnlich und haben insbesondere
die selben Eigenwerte. Ist A ein Eigenwert von g, so ist A* ein Eigenwert von ¢* und somit auch
von g. (I

Fiir die Orthgonalen Gruppen kénnen wir insbesondere festhalten, dass die Ergebnisse des
letzten Satzes unabhingig von der Charakteristik des Korpers richtig sind. Entscheidend ist
nur die Eigenschaft der Polarform (dass diese bilinear und nicht-ausgeartet ist). Wir konnen in
unserem weiteren Vorgehen die Orthogonalen Gruppen dhnlich den Symplektischen behandeln.
Allerdings gilt die Aussage fiir Orthogonale Gruppen von ungeradem Grad im Allgemeinen nicht.
Diese Gruppen miissen wir aber, wie in Bemerkung 1.3 erwdhnt, nicht beachten.

Wir wollen weiterhn die b-séttigenden und nicht-b-sattigenden Eigenwerte untersuchen. Dies
liefert eine neue, hilfreiche Aquivalenzrelation. Zunichst eine niitzliche Voriiberlegung.

Lemma 2.36 Sei g € X(n,q).
Dann kénnen wir V in g-invariante Teilrdume zerlegen,

V:‘/O@nga

mit ng 1= dim V' und n<;, := dim V<, sodass die Einschrinkung 9. € GL(no,q) b-satt ist und
alle verallgemeinerten Figenwerte von 9., € GL(n<yp,q) nicht b-sattigend sind.

Ist X € {Sp,U, 0}, so ist die Zerlegung orthogonal.

Beweis: Wir definieren das Polynom

\I/b([I}> = H (1‘ — )\)n

MEK nicht b—sittigend

und
Vo = Bild(¥y(g)) und Vop := Kern(¥(g)).

Auf invarianten Teilrdumen hat g genau die gleichen Eigenwerte wie sein halbeinfacher Anteil.
Sei also 0.B.d.A. g halbeinfach. Alle Eigenvektoren zu einem nicht-b-sittigenden Eigenwert (iiber
einem Erweiterungskorper) liegen dann in V<;,. Entsprechend hat Iv, ausschliellich b-séttigende
Eigenwerte, ist also b-satt.

Sei nun X € {Sp, U, O¢}. Uber einem Erweiterungskorper E ist g diagonalisierbar. Es exis-
tiert eine direkte Summe EV = EVy® EV<;,. Dann ist EV<;, im orthogonalem Komplement von
EVj enthalten und umgekehrt. Die Summe ist orthogonal und damit auch V = VLV, O

Definition 2.37 Sei g € X(n,q). Wir kénnen g wie im Lemma aufteilen. Wir bezeichnen

® gy, als b-satter Anteil,
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e g als nicht-b-satter Anteil und
‘Vﬁb

i \Ilb(:E) = H)\Ef( nicht b—sdttigend(w - )\)n

Wir erkennen sofort, dass ein Element g € X(n,q) genau dann b-satt ist, wenn das cha-
rakteristische Polynom x, und W, teilerfremd sind. Der grofite gemeinsame Teiler gibt also den
nicht-b-satten Anteil an. Dies liefert eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.38 Seien g,h € X(n,q). g und h heiffen b — aquivalent, Bezeichnung g ~y h,
falls

99T (Vy, xg) = 99T (Vy, x1).

Dies ist der Fall, falls die halbeinfachen Anteile von g und h die selben micht-b-sdttigenden
FEigenwerte mit selber Vielfachheit haben, also x — dquivalent sind.

~y ist eine Verfeinerung von ~j. Die b-satten Matrizen bilden eine b-Aquivalenzklasse, de-
ren Proportion wir bestimmen wollen. Dafiir berechnen wir die Proportionen aller anderen b-
Aquivalenzklassen. Dies muss fiir jede klassische Gruppe gesondert geschehen und wird jeweils
das erste Ziel in den Kapiteln 3 bis 6 sein.

2.2.3 Orthogonale Gruppen II

Die Orthogonalen Gruppen weisen zwar gewisse Ahnlichkeiten mit den Symplektischen auf, wir
haben aber auch wesentliche Unterschiede zu beachten. Diese wollen wir in diesem Abschnitt
behandeln und einige Vorbereitungen fiir unsere spétere Arbeit mit den Orthogonalen Gruppen
im Kapitel 6 treffen.

In diesem Kapitel sei V' ein n—dimensionaler F,—Vektorraum, @ eine quadratische Form
auf V und (V, Q) ein Orthogonaler Raum. Die Gruppe O(n,q) sei als Invariantengruppe des
Raums aufgefasst. 5 bezeichne die Polarform von Q). Je nach Witt-Typ ist O(n, ¢) von der Form
Ot (2m,q), O(2m + 1,q) oder O~ (2m, q).

Die Orthogonalen Gruppen fiir ungerade Dimension n miissen nicht beachtet werden, wie
wir bereits in der Einleitung erwdhnten. Alle Elemente besitzen einen Eigenwert. Dies werden
wir jetzt beweisen.

Satz 2.39 Seige O(2m +1,q) mit m € N.
(i) Ist q ungerdade, so ist 1 oder —1 Eigenwert von g.

(ii) Ist q gerade, so ist die Polarfom [ ausgeartet und das Radikal von V' eindimensional. Das
Radikal ist in einem FEigenraum von g enthalten.

Insbesondere enthdlt O(2m + 1,q) keine b-satten Elemente fir alle b € N.

Beweis: Zu (i): Es ist, eventuell nach Wahl passender Basen, g~! = ¢/ und det(g) = +1. Ist
det(g) = 1, so folgt

det(g — I,) = det(g"g — ¢"") = det(I, — g)"" = —det(g — I,).

Somit ist det(¢g — I,,) = 0 und 1 ist Eigenwert von g. Hat g die Determinante —1, so gilt
det(—g) = 1 und —g hat den Eigenwert 1, womit g natiirlich den Eigenwert —1 besitzen muss.

Zu (ii): Nach Folgerung 2.26 ist die Polarform [ ausgeartet. Das Radikal ist eindimensional
und ein nichttrivialer Vektor im Radikal ist damit ein Eigenwert von g. ]

Im Folgenden sei n gerade, d.h. n = 2m. Die Orthogonalen Gruppen O¢(2m,q) mit e = +
enthalten b-satte Elemente. Allerdings liegen diese alle in einem Normalteiler von Index 2. Diesen
weden wir als Spezielle Orthogonale Gruppe bezeichnen.
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Nach Bemerkung 2.24 haben alle Elemente der Orthogonalen Gruppen die Determinante
1 oder —1. Ist die Korpercharakteristik gerade, so haben alle offensichtlich Determinante 1,
allerdings ist die Komutatorgruppe ein echter Normalteiler. Ist die Charakteristik wiederum
ungerade, so ist der Kern der Determinantenabbildung ein Normalteiler von Index 2, denn fiir
v € V nicht singuldr hat die Isometrie

v —vund w— w fiir alle w € (v)*

die Determinante 1. Beide Normalteiler treten als Kern von dhnlichen Abbildungen auf.

Definition 2.40 o Wir definieren die Komutatorgruppe O(V')" der Orthogonalen Gruppe als
QUV). Ist V =Ty, das heifit O(V) = O(n, q), so schreiben wir auch Q(n,q) := Q(Fy). Bei
gerader Dimension bezeichnen wir Q% (2m, q) :== O (2m, q)" und Q= (2m, q) := O~ (2m, q)’.

o [st die Korpercharakteristik qp ungerade, so ist die Spezielle Orthogonale Gruppe gegeben
durch SO(V) = O(V) N SL(V). Im Falle V. = Fy schreiben wir SO(n,q) = SO(Fy)
und im Falle n = 2m verwenden wir auch die Bezeichnungen SOT(2m, q) beziehungsweise

SO~ (2m,q).
e Die Dickson-Invarante sei die Abbildung
D:0O(V)— Fq, g— dim(Bild(1 —g)) (mod 2).
Die Dimension n = 2m ist gerade und somit ist die Dickson-Invariante gleich
g — dim(Kern(l —g)) (mod 2).
Lemma 2.41 Die Dickson-Invariante ist ein Homomorphismus. Der Kern ist gegeben durch

Q(2m, q) falls q gerade,

K D) =
D) {SO<2m7Q) falls q ungerade.

Beweis Siehe [3], Theorem 2 (D ist surjektiver Homomorphismus), [13], S. 160 (Kern fiir ¢
ungerade) und Theorem 11.51 (fiir ¢ gerade).

Definition 2.42 Fir die Orthogonalen Gruppen O€(2m,q) mit € = + setzen wir, der Notation
von Donald Taylor in [13] folgend:

SO(2m, q) == Kern(D) = (2m,q)  falle g gerade,
SO(2m,q) falle q ungerade.

Den Kern der Dickson-Invariante nennen wir auch Spezielle Orthogonale Gruppe.
Entscheidend ist nun folgender Satz

Satz 2.43 Sei g € O°(2m,q) 1-satt.

Dann gilt g € SO(2m, q).

Insbesondere liegen fiir alle b € N alle b—satten Elemente einer Orthogonalen Gruppe bereits
in der Speziellen Orthogonalen Gruppe

Beweis: Sei zunéchst g ungerade. Da g b-satt ist, liegen alle Eigenwerte insbesondere nicht in
i ¢ Fy. g liegt in der Orthogonalen Gruppe und somit ist nach Satz 2.35 X € K genau dann
ein Eigenwert von ¢, wenn A\~! Eigenwert ist. Alle Eigenwerte treten also in Paaren auf und g
hat die Determinante 1.

Ist g gerade, so verweisen wir auf Ergebnisse von Roger Dye 1977, siehe [3] Theorem 3. Nach
Dye haben alle invarianten Teilraume genau dann gerade Dimension, wenn die Dimension des
Bildes von I, — g gerade ist. Nach den Definitionen ist also g genau dann 1-satt, wenn ¢ im Kern
der Dicksoninvariante liegt, also g € SO¢(2m, q). |
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2.3 Unipotente Matrizen

In diesem Abschnitt wollen wir die Proportion der Matrizen berechnen, deren charakteristisches
Polynom eine Potenz von p(z) ist, wobei p ein (irreduzibles) Minimalpolynom vom Grad k :=
degp mit 1 < k < b ist. Im ersten Teil zeigen wir, dass die Grofle einer y— beziehungsweise
b-Aquivalenzklasse von p(z)™* in X(n,q) genau die Proportion der unipotenten Matrizen in
X(n/k,q") ist.

Daher miissen zunéchst unipotente Matrizen beziehungsweise deren Proportionen betrachtet
werden. Daraus resultiert eine erzeugende Funktion fiir die Proportionen unipotenter Matrizen.
Diese ist fiir die Generelle Lineare Gruppe identisch mit der Inversen der ganzen Funktion
G(q;2) == [122,(1 — 2g7%), welche bereits Euler untersucht hat. Fiir die anderen klassischen
Gruppen gelten dhnliche Identitdten mit der Euler’schen Funktion. Die Beweise sowie einige
hilfreiche Eigenschaften der Euler’schen Funktion werden im 2. Teil behandelt.

Wir gehen allgemein fiir alle klassischen Gruppen vor, also K gleich F; oder [Fy2 und n gleich
m oder 2m (siehe Tabelle 1).

2.3.1 Proportionen unipotenter Matrizen

Definition 2.44 Sei f(x) € K[x] vom Gradn und X (n,q) eine klassische Gruppe wie in Tabelle
1 oder X (n,q) = SO(2m,q).

® Xx(ng(f(z)):={9€ X(n,q) | xg(x) = f(x)} sei die Menge aller Matrizen in X (n, q) mit
charakteristischem Polynom f(x).

® XX(nq)(f(z)) = ‘g(({rfz)))‘l bezeichne die Proportion dieser Matrizen.

o Meist wollen wir auf die Nennung von Gruppe und Dimension verzichten, also X (f(z)) :=

XX (n,q) (f () und x(f(x)) := XX (n,q) (f(2))-

X(f(x)) ist genau eine Aquivalenzklasse von ~, und falls f b-satt ist auch eine
b-Aquivalenzklasse.

Im letzten Abschnitt haben wir bereits kurz unipotente Matrizen im Zusammenhang der
Jordanzerlegung betrachtet. Unipotente Matrizen waren genau die Matrizen, die als einzigen
(verallgemeinerten) Eigenwert 1 besitzen. Jetzt wollen wir die Proportionen der unipotenten
Matrizen betrachten. Die Definitionen sind analog zu denen der b-satten Matrizen.

Definition 2.45 e U(X(n,q)) :={u € X(n,q)| u unipotent} sei die Menge der unipoten-
ten Matrizen in X (n,q).
e u(X(n,q)) = ‘U&iiﬁ ?f” deren Proportion. Die Festleqgungen u(X(0,q)) := 1 fir X €
{GL,Sp,U}, u(SO™(0,q)) := 2 und u(SO~(0,q)) := 0 sind hilfreich und werden im Laufe
der Arbeit klar.

o U(z) :=U(X,q;2) := Ypo_gu(X(n,q))z™ fir z € C sei die erzeugende Funktion, die
unipotente Potenzreihe.

Die Proportion unipotenter Matrizen ist fir GL(n,q) einfach die Proportion nilpotenter
Matrizen in M (n,q), die Nathan J. Fine und Israel N. Herstein in [4] berechnet haben. Des
weiteren gibt es ein Resultat von Robert Steinberg [11] tiber die Anzahl der unipotenten Elemente
einer algebraischen Gruppe.

Lemma 2.46 (Proportion nilpotenter und unipotenter Matrizen)
Es gelten folgende Aussagen.

(i) (Fine, Herstein 1958, [4]) |x(x™)| = q¢~™ (in M(n,q)).
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(ii) (Steinberg 1968, [11]) Sei H eine Untergruppe von X (n,q), die nur aus unipotenten Ele-
menten besteht und maximal mit dieser Eigenschaft ist. Die Anzahl unipotenter Matri-
zen ist dann |U(X(n,q))| = |H|*>. Ein Element ist genau dann unipotent, wenn es ein
qo-Element ist (charK = qo, d.h. die Ordnung ist eine qo-Potenz). Somit ist H eine
qo — Sylowgruppe.

2

n<—n

(iii) w(GL(n,q)) = x((x = 1)") = drmar -

2m?2

: _ q
(iv) u(Sp(2m,q)) = I @D

n2—n

(1)) U(U(n7 Q)) = q(n27n)/2 HZ1(qi_(_1)i) :

(vi) w(SO€(2m,q)) = 57 2™ (q™ + 1) [ (1 — ¢~ %)~ .

Beweis: Fiir (i) siehe [4] und fir (ii) siehe [11], Theorem 15.1 (S. 98 - 104). Eine unipotente
Matrix hat eine Ordnung von gg-Potenz - man betrachte zum Beispiel die Jordannormalformen.
Als Eigenwerte einer Matrix kommen nur Einheitswurzeln der Ordnung infrage. Hat eine Matrix
also go-Potenz-Ordnung, so ist 1 der einzige mogliche verallgemeinerte Eigenwert.

(iii) folgt sofort aus (i) (oder (ii)). Wegen |Sp(2m, q)| = ¢™ ., (¢* — 1) (siehe Satz 2.17),
Un,q)| = ¢ ™22 (¢" — (—1)7) (siche Satz 2.22) und |SO*(2m,q)| = g™~V (g™ —
eD) I (g% — 1) (siche Sétze 2.28 und 2.41) gelten (iv), (v) und (vi) mit Verwendung von
(ii) (Die Anzahl der unipotenten Matrizen ist das Quadrat der maximalen g-Potenz, die die
Ordnung teilt).

O

Wir wollen das vorhergehende Lemma fiir die Bestimmung von y(p(z)™*) nutzen. Dafiir
kénnen wir die Matrizen aus X (p(z)™*) mit Hilfe von unipotenten Matrizen beziehungsweise
der multiplikativen Jordan-Zerlegung darstellen.

Bemerkung 2.47 Sei A € F,\{0}. Eine Matriz mit ausschliefilich dem Eigenwert X\ hat als
halbeinfache Anteil die Skalarmatriz X - I, mit der offensichitlich alle unipotenten Matrizen ver-
tauschen. Damit sind X ((x — X\)™) und X((x — 1)") bijektiv und fir die Proportion gilt

x((z = A)") = u((X(n,q)))-

Fiir die anderen Proportionen miissen wir ermitteln, welche unipotenten Matrizen mit den
passenden halbeinfachen Anteilen vertauschen.

Satz 2.48 FEs gelte k|n. Sei p(z) € K|z irreduzibel mit deg(p) = k. Matrizen g € X (p(z)™*)
haben dann einen halbeinfachen Anteil konjugiert zu

so := Diag(My, ..., M),

wobei M,, € GL(k,q) die Begleitmatriz zu p bezeichnet. Der unipotente Anteil ist entsprechend
konjugiert zu einer unipotenten Matriz, die mit so vertauscht.
Es gilt
CX(n,q) (SO) = X(n/ka qk)'

und damit

U(CX(n,q)(SO)) - U(X(n/k7 qk))
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Beweis: Wir definieren das K-Algebraerzeugnis S := (s,). S ist isomorph zum endlichen Korper
F mit Kérpergrad [F : K] = k. Genauer gilt also ' = Fx, falls K = Fy, und F' = F 2, falls wir
die Unitdren Gruppen untersuchen und damit K = [F. gilt.

Fiir den Zentralisator von S in K™*™ ergibt sich

Cgnxn(S) ={x € Endg(K") |[xs=szxVse€ S} = Ends(K") = Endp(K").
Wegen K™ 2 F™/F ist dies isomorph zu
Endp(FF) = pr/kxn/k,
Daraus folgt direkt
Cx (n.g)(50) = X(n,q) N Cenxn(S) = X (n,q) N FVF*"% = X (n/k, ¢¥).

Hierbei seien die F-Endomorphismen von F™*, also die (n/k x n/k)—Matrizen iiber F als

K —Endomorphismen von K™, also als (n x n)-Matrizen iiber K aufgefasst. Es gelte also
Fr/kxn/k < grnxn

Folgerung 2.49 Mit der Notation des vorherigen Satzes gibt es eine Bijektion zwischen
X(p(x)™*) und 53 ™0 x U(X (n/k, q")).
Damit gilt fiir die Proportionen
X(p(2)"") = u(X (n/k,q")) .

Beweis: Der halbeinfach Anteil jeder Matrix aus X (p(z)™*) ist konjugiert zu s,. Der unipotente
Anteil liegt im Zentralisator und wird somit auf eine Matrix aus Cx(y q)(s0) = X (n/k,q")
konjugiert. Es folgt die Bijektion. Die Identitdt der Proportionen ergibt sich aus der Auswertung
von |X(p(z)™*)| = ]sg((mq)HU(X(n/k,qk)L Mit Hilfe des Bahnensatzes gilt dann

(@) )X (n,q)| = X9

- T u n n k .
= o (o0) (X(n/k,q)) | X (n/k,q")]

Kirzen mit Hilfe des letzten Satzes liefert

X(p(@)"*) = u(X(n/k,q")).

2.3.2 Unipotente Potenzreihe und Euler’sche Funktion

Wir wollen die unipotente Potenzreihe U(z) = Y oo u(X(n,q))z™ untersuchen.

Definition 2.50 (Euler’sche Funktion)
Sei x € C mit |xz| > 1. Wir definieren die Funktion G(x;—) : C — C mit

0 .

G(x;z) := H(l -z 'z), zeC.

i=1

Diese hat bereits Leonard Euler untersucht und wir bezeichnen sie hier als Euler’sche Funktion.
Hilfreich sind die Definitionen der Partialprodukte c,(z) := [152,(1 — 2%~ und des Grenz-

wertes c(x) == Jim cn(r) = G(x;1)7L.
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Lemma 2.51 G(x;z) ist eine ganze Funktion (in der zweiten Komponente holomorph auf ganz
C) mit den einzigen Nullstellen z € {z,22,...}. Es gelten

() Gl 2) = Y520 g(n)=" mit g(n) = (—1)"a~ "D (1= 5) ) und 2 € C,

(i) Gz 2)™ = S o h(n)z" mit h(n) = 2~ T2y (1 — 2)~" wnd |2| < Jz],
(i) sowie die Beziehungen g(n) = (—1)"c,(x)z""t/2 ynd h(n) = "¢, (z).
Man beachte, dass g(n) und h(n) von z abhdngen.

Beweis: Fiir einen Beweis der Ganzheit von G siche [2], S. 104.
G ist ganz, also ist G auf ganz C als Potenzreihe darstellbar:

Glaiz) = Y gln)",
n=0

wobei g(n) von x abhéngt. Aus G(z;x2) = (1 — 2)G(x; 2) erhalten wir die Rekursionsgleichung

-1
#g(n) = gln) ~ g(n 1) dh. gn) = ~ 95—
Wegen ¢(0) = 1 folgt g(n) = (—1)"¢,(z)z~"("+1)/2 mit einem leichten Induktionsbeweis.

G(z;2)7! ist eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen bei z, 22, ... . Also ist G(z;2)~
fir |z| < |x| holomorph und dort als Potenzreihe entwickelbar:

1

G(x;2)7 ' = Z h(n)z".
n=0

Jetzt liefert (1 — 2)G(x;22)~! = G(x;2) 7! eine Rekursionsgleichung
z"h(n) — 2" th(n — 1) = h(n),
aus der wir h(n) berechnen kénnen. O

Die Betrachtung der Euler’schen Funktion kénnen wir mit dem folgenden Hauptsatz dieses
Abschnitts begriinden. Die Orthogonalen Gruppen wollen wir zundchst nicht behandeln, da der
Zusammenhang zwischen unipotenter Potenzreihe und Euler’scher Funktion etwas komplizierter
ist. Dies holen wir in einem spéateren Kapitel (Lemma 7.9) nach.

Danach folgen noch einige Eigenschaften wie Taylorentwicklung und Abschéitzungen, die wir
in den folgenden Kapiteln bendtigen und hier unkommentiert zusammenfassen wollen.

Satz 2.52 Fiir die unipotenten Potenzreihen der verschiedenen klassischen Gruppen gelten fol-
gende Identititen mt der Fuler’schen Funktion.

(i) U(GL,q;2) = G(g;2)~" , |2 < q
(i) U(Sp,q;:2) = G(¢*¢2) " . |2 < ¢
(iii) U(U,q;2) = G(—q;—2)"" , [2] < ¢

Beweis: Zu (i): nach Lemma 2.46 (ii) gilt

n2—n n—1
q n“—mn n i\ —
u(GL(n, ) = e =" [l " =) =
’ =0
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n

n—1
qn2—nq—n2 H(l _ qi—n)—l — q—n H(l _ q—i)—l _ q—ncn(q) .
=0 =1
Im letzten Lemma haben wir ¢ "¢y (g ) = h(n)|,_, gezeigt, also stimmen die Koeffizienten der
Potenzreihen U(GL, q; z) und G(q; z)~" iiberein und damit die Potenzreihen.
Die Beweise zu (ii) und (iii) funktionieren analog, man muss nur Lemma 2.46 (iii) bezie-
hungsweise (iv) verwenden.
Siehe auch [7], Theoreme 4.2 (fiir (i)), 5.2 (fiir (ii)) und 6.2 (fiir (iii)).
|

Lemma 2.53 (i) Seien f(z) = > 2, (—=1)"a,2" und g(z) = Y721(—1)"b,2" zwei Potenzrei-
hen mit ay,by, > 0. Dann gilt fir das Produkt (f - g)(z) = > i2i(—1)"dnz" mit nicht-
negativen d, € R, d.h. die Koeffizienten alternieren.

(ii) Seien x € R mit x > 2 und r > 1. Die r-te Potenz der Euler’schen Funktion ldsst sich als
Potenzreihe entwickeln, G(x;2)" = .50 4(=1)"g") (n)z". Die Koeffizienten alternieren im
Vorzeichen und lassen sich folgendermafen abschdtzen:

0< g™ (n) < (2+3272)c(a) x0T < %x*"("”)/wv neN.

Fir grofie n, n > 52, sind die Koeffizienten streng monoton fallend. Damit gilt fir N >
512
N
G(g,1)" = > (-1)"g"(n) = (=1)N ey fiir ein 0 < ey < (=1)NTgI(N +1).
n=0

Beweis: Zu (i): Die Koeffizienten des Produkts sind nach der Produktregel von Cauchy gegeben

durch . .
Z(—l)iai(—l)"_ibn,i = (—1)”2&1' bnfi .

1=0

Zu (ii): Nach (i) alternieren die Koeffizienten im Vorzeichen. Fiir den Beweis der Abschét-

zungen und der Monotonie verweisen wir auf [7], Theorem 2.4.
a

Lemma 2.54 (i) Die Euler’sche Funktion mit Parameter x € Rsg kann an der Stelle z =1
ndherungsweise als Exponentialfunktion ausgedriickt werden, genauer gilt

4
Glz:1) = exp (—(z— 4+ ;x_Q +3o704 %-4 + %-5 +0@9) )

(ii) exp(z) =1+ z + 322 4+ 223 + O(a?)
Beweis: Zu (i): Indem wir den Logarithmus auf G(z;1) anwenden, erhalten wir
logG(x;1) = Zlogl—xi.
Die Potenzreihenentwicklung des Logarithmus, log(1 —y) = — 37724 %yj, ergibt dann
log G(z;1) ZZ x*” = ZZ -z = 71+3$72+4$73+73}74+61‘754-0( )
i=1j5=1 ] =1 J|z 2 3 4 5 ‘

Die Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion (Taylorentwicklung um x = 0) liefert
sofort (ii).
O
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Satz 2.55 Es gelten folgenden Ndherungen.

(i) Glg 1) = e (1= 307" + 57072 = Ra >+ 0(¢™)).

. k-1 _ _ _ .
(i) G(¢" 1) T = e Vh(1 - g~ + 45342k 1 O(g=3)).

gk/P_1

(iii) G(¢%; 1)~ % =1+ %q_d+0(q_(d+1)), wobei d ==k —k/p mit p als kleinster Primteiler
von k. Anders ausgedriickt ist d also gleich ,k minus den grofiten Teiler von k“ Es gilt
d> % Fiir kleine k ist d folgendermaflen gegeben:

10 11 12

k12 3 4
1 2 2 10 6

B~ oo
[e>IiNe]
t

(iv) G(g*;¢*)® = (1— 47 ¥+ O0(¢~?)).

_ k/
(v) Glg;1) " =

von k sei.

qk

(vi) G(—¢*;—1)F = e VE(1+ 5rg7% + O(g)).
k

__4qa
(vii) G(gF;1) > e @-D?,

Beweis: Zu (i): Teil (i) des Lemmas liefert

~ 3 4 . T 6 -
G(g, )" = exp(—(¢—1)(q 1+§q 2+§q 3+1q 4+5q +0(¢79)
1 1 5 11
_ TS B B N L -5y
exp( 50 g4 2l gl Tt 0(q™))

Mit dem 2. Teil ist dies gleich

1, T _, 25 _, 4583 _, .
2 517 ~ 87 Tl TOWT))

aF-1 ¢F -1, 3 _ 4 _
G 1) = exp(—— (¢ + 50 + 507+ 0
_ ol 1 o 3k
= exp(—p —opa T+ 0)
Mit dem 2. Teil des Lemmas (z := —5-¢ 7% 4+ 2-¢ 72 — O(¢™3)) ist dies gleich
_ 1, 1 5 1,-1 _ _ 1, 4k+3 _ _
Vk(]_ ~ g~k — =2k 2 T2 k2 kYY) — o~ 1/k(] _ o~k 2k 3k
e g o T A (a0 = e (- a5 e T +0(@)
Zu (iii): Nach dem Lemma gilt
a1 1 e 3 g 4 _
Gl 1)) = e (G- D@+ 50+ g0 )
1 e 1 _ _
= exp( (g =0 )) =1+ g7+ 0@ ).

Zu (iv): Wir verwenden

. 2y _ T ki 2y _ T Cokionyy G5 1)
Gl ) =[]0 —a ™) =] —¢q ):m-
=1 -1 -
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Damit erhalten wir

k k
_ _ _ _ 1 _
G(q™; ¢?*) " /F = exp (—i(q F+0(@") + %(q % 4 0(q 8’“))) =1- 20 +0(¢).

Fiir (v) vergleiche den Beweis zu (ii).

Zu (vi): Wir verfahren dhnlich wie im letzten Lemma. Der Wert G(—¢*, —1) ist fiir alle k > 2
reell und positiv. Damit kénnen wir Logarithmus und Exponentialfunktion anwenden.

G(_qk, —1) = exp (i log(1 — (_1)i1qik)>

Zu (vii): Mit log(1 — ¢~*) > 1__qq = = —q,i}c_l fiir alle 4 > 1 erhalten wir
3 oS A %) 1 qk
log G(g®;1) =Y log(1 — g *) >y —— =— :



Kapitel 3

Generelle Lineare Gruppen

In diesem Kapitel wollen wir unsere gewonnenen Erkenntnisse nutzen, um die Proportion b-
satter Matrizen in der Generellen Linearen Gruppe zu berechnen. Wir gehen in der bereits
angedeuteten Strategie von Neumann und Praeger vor.

3.1 Die Operation auf b-Hauptraumen

Seien b,n € N mit b < n. Wir betrachten die Gruppe GL(n, ¢q) tiber dem Kérper K := F, und
deren natiirliche Operation auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V := K"™. Man siehe auch
Tabelle 1.

Wir kénnen GL(n,q) in die b-Aquivalenzklassen der b-Aquivalenz (s. Definition 2.38) auf-
teilen. Im Folgenden wollen wir die Kardinalitdten der Klassen berechen.

Dafiir werden wir verwenden, dass jede Matrix konjugiert zu einer Matrix mit ,,schéner*
Hauptraumzerlegung (bzw. Blockdiagonalgestalt) ist. Die Anzahl der Matrizen in GL(n,q) mit
gleicher Hauptraumzerlegung bzw. b-Hauptraumzerlegung (siehe Def. 3.1) lasst sich dann als
Produkt berechnen. Die Faktoren sind dann die Anzahl von Matrizen kleinerer Dimension, mit
charakteristischem Polynom f(x), das nur einen irreduziblen Teiler p(z) besitzt. Deren Anzahl
haben wir bereits in Abschnitt 2.3 berechnet. Wir erhalten eine niitzliche Summenformel von
Proportionen, siche Satz 3.10, und eine Gleichung fiir Potenzreihen, siehe Satz 3.11.

Die b-satten Matrizen bilden eine Aquivalenzklasse. AuBlerdem kommt, wie wir noch sehen
werden, in der Proportion jeder Aquivanzklasse als Faktor die Proportion der b-satten Matrizen
vom Grad ng vor, wobei ng der Grad der b-satten Anteile der Matrizen aus der Aquivalenzrela-
tion ist. Wir wiederholen die Erkenntnisse des Lemmas 2.36:

g€ GL(n,q) = V=Vyd Vs, no:=dimVy, ncp:=dim Vg (I)
mit g, b — satt und n<p = deg (997" (xq, ¥s)) -

W, war als Polynom definiert als das Produkt iiber alle (z — A)" fiir alle nicht-b-séittigenden
A e F,.

Sei g € GL(n,q). Wir kénnen dann den Vektorraum in die Hauptrdume zerlegen. Seien
P1, ...y D1 € Fglz] die irreduziblen Teiler des charakteristischen Polynoms von g. Die Hauptraum-

zerlegung ist
I

V:@H(Pi)

i=1
mit den Hauptrdmen H(p;) := Kern(p;(g9)") = Kern(p;(g)¢), wobei e; die geometrische
Vielfachheit ist, also die maximale Potenz, mit der p; das charakteristische Polynom teilt.

34
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Wenn wir aulerdem V' = V@& V<, wie in der Gleichung 2.36 zerlegen, dann ist Vj offensichtlich
die Summe aller Hauptraume von b-séttigenden Polynomen. Da es uns nicht interessiert, wie sich
g auf Vj verhélt, solange es b-satt ist, ist es sinnvoll, die Hauptrdume zu Vj zusammenzufassen.
Dies fithrt uns zur folgenden Definition.

Definition 3.1 Sei g € GL(n,q). Dann lisst sich V' zerlegen in

V=Voa@PHp) ,

wobei Vy wie in (I) so gewdhlt ist, dass die Einschrankung von g b-satt ist und die Summe
tiber alle irreduziblen Teiler p; des charakteristischen Polynoms von g, die nicht-b-satt sind,
summiert (d.h. es gilt V<p, = @ H(pi)). So eine Zerlegung nennen wir b-Hauptraumzerlegung.
Die Teilrdume H(p;) und Vy heiffen b-Hauptraume, Vj der satte b-Hauptraum.

Wir bezeichnen H(\) := H(p), wo p das Minimalpolynom von X ist, falls X ein nicht-b-
sattigender Eigenwert von g ist, und H(\) := {0}, falls A nicht-b-sdttigend ist, aber kein Eigen-
wert von g.

Ein nicht-satter b-Hauptraum ist gegeben durch H (), wobei A ein nicht-b-séttigender Eigen-
wert ist. Gleichzeitig definiert jeder Galois-Konjugierte von A in der Kérpererweiterung Fq[A]/F,
den gleichen Hauptraum, es gilt also

H(\) = HA\?)

fiier alle ¢ > 0. Wir miissen ein Vertretersystem definieren, in dem nur ein Galois-Konjugierter
vorkommt.

Definition 3.2 Sei k <b.

e Definiere
ig(k) == {A €Fp | A =0 oder Fy[A] # Fyr }

als die Anzahl aller nicht-primitiven Elemente. iy(k) kann dber eine Siebformel berechnet
werden.

o Weiterhin definieren wir eine Vertretermenge der primitiven Elemente. Sei Frob : Fx —
For, ® = x? der (Standard-)Frobeniusautomorphismus. Oy sei eine Vertretermenge der
Bahnen der Operation des Frobeniusautomorphismus auf der Menge der primitiven Ele-
mente von F ok, d.h.

k—1 A .
Z@z :]Fqk\ U Fqk, @Z = {/\% ‘ )\k S @k}

i=0 Uk, 1<k

o Zur Abkiirzung definieren wir
b
@ = U ®k
k=1

Bemerkung 3.3 Die Kardinalitit von O, ist

k .
_q" —ig(k)

Dies ist auch die Anzahl aller normierten, irreduziblen Polynome vom Grad k, hiufig auch mit
I1.(q) bezeichnet. Hervorheben wollen wir, dass das Polynom |©k|(q) € Q[q] den Grad k hat.
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Fiir kleine k sind die Kardinalititen der |©y| gegeben durch

k S
1 qg—1
2
9 ’—q
5
3 g
4 2
4 q*—q
s
5 =
6 qﬁ—q36—qQ+q
7 q77—q
8 qsgq“
9 =3
10 qw—qy—q%—q
11 s
12 611 4, 2
12 | 4?=d°—q'+q
2

Nun wollen wir die b-Hauptraumzerlegung genauer betrachten und den Zusammenhang zur
b-Aquivalenz untersuchen. Eine b-Hauptraumzerlegung ist eine Zerlegung von V in maximal
1 + |8| b-Hauptraume.

Definition 3.4 e Wir definieren eine Menge von (1 + |0O|)-Tupeln von Untervektorriumen,
deren Eintrdge als direkte Summe eine Zerleqgung von V' bilden.

M = {(‘/07 (V>\1))\1€@17 (AR (ka)kbégb) |‘/07V)\i SVY, V = ‘/b @ @V,\}
A€O

e Die Abbildung, die jedes Tupel von Untervektorrdaumen auf das Tupel der Dimensionen
schickt, sei

dim: M — N7 (15, (Vi)seo) = (dim(Vp), (dim(Vy))reo)-

o Auflerdem definieren wir die Abbildung, die jeder Matrix ihre b-Hauptraumzerlegung bezie-
hungsweise das Tupel der b-Hauptraumzerlegung zuweist:

m:GL(n,q) — M, g— (Vo, (H(N))arco)

mit Vo dem satten b-Hauptraum und den anderen b-Hauptraumen H(X) fir Eigenwerte
von g. Ist \ kein Figenwert von g, so haben wir H(\) := {0} definiert.

Es ist ein direkter Zusammenhang zwischen M und der b-Aquivalenz gegeben.
Lemma 3.5 Fir g,h € GL(n,q) gilt:
g ~p h < dim(n(g)) = dim(xw(h)).

Beweis: Nach Gleichung (I) kénnen wir V' beztiglich g in V' = Vj @ V<p und beziiglich A in
V = Vy @ V., zerlegen, sodass g eingeschriankt auf V{ und h eingeschrénkt auf Vjj b-satt sind
und g auf V;b und h auf V2, keine b-sittigenden Eigenwerte haben.

Angenommen, es gilt g ~p h, das heift ggT(xg, ¥s) = 99T (xn, ¥p). Damit gilt dim Vy =
dim Vg und ¢g und h haben die selben nicht-b-séttigenden Eigenwerte. Aufferdem haben diese
jeweils die selben geometrischen Vielfachheiten, also die Potenz, mit der das Minimalpolynom
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eines Eigenwerts die charakteristischen Polynome von g und A teilt. Die Dimensionen der b-
Hauptrdume sind gleich und somit dim(7(g)) = dim(w(h)).

Gilt andererseits dim(7(g)) = dim(w(h)), so haben g und h wiederum die selben nicht-b-
sattigenden Eigenwerte mit den selben geometrischen Vielfachheiten. Damit gilt ggT (x4, ¥p) =
99T (xh, ¥p) und somit g ~y h. O

Die natiirliche Operation von GL(n,q) auf M erhilt die b-Aquivalenzklassen. Dies liefert
uns das folgende Lemma.

Lemma 3.6 GL(n,q) operiere auf M komponentenweise, also via
g+ (Vo, (VM)A € O) = (gVo,(gVa)A € O).

Dann trennt dim die Bahnen und ist somit eine trennende Invariante. Fir g,h € GL(n,q)
gilt
g~ h < m(g) € GL(n,q) - m(h).

Beweis: Die natiirliche Operation von GL(n, q) auf V' bildet Zerlegungen auf Zerlegungen ab. Auf
Untervektorraumen gleicher Dimension operiert GL(n, ¢q) transitiv, also ist dim eine trennende
Invariante. Die zweite Aussage folgt sofort mit dem letzten Lemma. ]

Ist ¢ € GL(n,q), so ist die Kardinalitit der b-Aquivalenzklasse von g das Produkt der
Bahnenldnge von m(g) und der Anzahl der Elemente, die die gleiche b-Hauptraumzerlegung
haben wie g. Anders ausgedriickt gilt

lgl~sl = | GL(n,q) - 7(g)| - [~ (m(9))- (1)

Diese beiden Faktoren wollen wir ermitteln. Zunéchst ist es noch hilfreich, die Bilder von 7
und dim 7 zu bestimmen.

Bemerkung 3.7 e (Vo, M\)aco) € M ist genau dann im Bild von 7, wenn dimVy = 0
oder dim Vp > b. Und fiir alle A € © gilt k| dim V), wobei k := [Fy[A] : Fy].

e (No, (N\)aco) € N9l liegt andererseits genaw dann im Bild von dim 7, wenn ein Ele-
ment des Bildes von m darauf abgebildet wird. Also genau dann, wenn Ng + > Ny = n,
also wenn (No, (Na)rco) eine Partition von n ist, auflerdem No = 0 oder Ny > b gilt und
fir alle X € © gilt k| Ny, wobei k := [Fy[A\] : Fy]. (No, (Na)aco) hat also die Form

(7’L(], (nkl)/\le@lv (2n)\2)/\26927"'7 (bnAb)Abeeb)-

Wir bestimmen den ersten Faktor in Gleichung (II), der Stabilisator eines Tupels von Un-
tervektorrdumen, die V' zerlegen.

Lemma 3.8 Sei (Vo, (Va)aco) € M mit Dimension dim((Vy, (Va)aeco)) =: (ng, (nx)reo)-
Dann gilt fiir den Stabilisator

Stabgrin,g((Vo, (Valaeo)) = GL(no,q) x [[ GL(nx,q).
A€O
(GL(0,q) := {1}.)

Beweis: Sei g € GL(n,q). Fiir A € © U {0} sei B) eine Basis von V). Dann ist B := |J, By
eine Basis von V. g stabilisiert genau dann (Vp, (V))xco), wenn fir alle A € © auch g(B)) eine
Basis fiir V), ist. Also genau dann, wenn g beziiglich B eine Blockdiagonalmatrix ist. Jeder Block
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entspricht v, beziiglich der Basis B). Damit ist der Grad des Blocks gleich dim V), = ny. Der
Homomorphismus

g (9\%7 (Q\VA)/\EG)
ist dann bijektiv auf

GL(”?Q) — GL(n07q) X H GL(TL)\’Q)
A€EO

Das folgende Lemma liefert den zweiten Faktor von (II).

Lemma 3.9 Sei (Vo, (Vi )xne0::- (Va,)re0,) € M mit Dimension

dlm((%a (VAl)Ale@17~--a (V)\b))\be@b)) = (n()a (n)\l))\1€@17 (2n)\2))\2€@27"'7 (bn)\b))\begb)

im Bild von .
Dann ist die Kardinalitit des Urbildes 71 (Vo, (Va,)xaeo:s - (Va,)ae0,)) gleich

b
Ub(GL(nOa ))|GL no, q H H GL n)\kvq ))|GL(kn)\k>Q)| ’
k=1 X\,€0

wobei v*(GL(ng,q)) die Proportion b-satter Elemente der GL(ng,q) und u(GL(ny,,q%)) die
Proportion unipotenter Elemente der GL(ny,, q*) sind, siehe Definitionen 1.2 bzw. 2.45.

Beweis: Wir schreiben (Vo, (Vi )a 0,5 (Va,)a,e0,) auch als (Vg, (Vi)aeco). Nach Bemerkung
3.7 liegt (Vh, (Vi)aco) im Bild von 7. Sei g € GL(n, q) im Urbild. Dann ist das charakteristische
Polynom von g gegeben durch

o) IT (@)™,

A€o

wobei ) jeweils das Minimalpoynom von A iiber F, und fo € Fylz] ein b-sattes Polynom
ist. ¥ und die V) sind g—invariante Untervektorrdume, die V zerlegen. g ist also durch das
Abbildungsverhalten auf V und den V), festgelegt. Die Abbildung

g (gvo, (9ly,, Jrers - (g|va)*b€®b’>

soll dann eine Bijektion liefern.
Wir bestimmen das Bild. Der b-satte Anteil g, € GL(no, q) liegt in

9y, € S"(GL(no,q)).
(S®(GL(ng, q)) ist die Menge der b-satten Elemente der GL(ng, q), sieche Definition 1.2.)
Fir k € {1,...,b} ist 9, € GL(kny,,q). Das charakteristische Polynom der Einschrénkung
k
ist px, (z)"* . Damit gilt
Oy, € Xlom, (2)).

(X (pr, ()" ) bezeichnet hier die Menge der Elemente der GL(kny,,q), die charakteristisches
Polynom py, ()™ haben, siehe Definition 2.44.)
Umgekehrt haben alle Elemente von GL(n, q), die auf V{ und allen V) diese Gestalt haben,
die b-Hauptraumzerlegung
V=Vye V.
A€O
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Sie werden von 7 also auf (Vy, (Va,)r,e015 - (Va,)a,co,) abgebildet.
Damit ist also 77 2((Vo, (Va,)ae015 - (Vay)aco,)) bijektiv zum kartesischen Produkt

S*(GL(no,q)) x H T & (ua(2)™).
k=1 €0

Die Kardinalitdten der zweiten Mengen sind bekannt. Mit
|S*(GL(no, )| = v*(GL(no,))|GL(no,q)| ('s. Definition 1.2)

und
| (ju (@)"%) | = u (GL(na,., ")) |GL(k - sy, )] (5. Folgerung 2.49)

folgt die Behauptung. O

Jetzt haben wir die Kardinalitit einer beliebigen b-Aquivalenzklasse bestimmt. Wir kénnen
also iiber alle Aquivalenzklassen summieren und damit eine Gleichung fiir die vzo finden,
no €{0,b+1,b+2,...,n}.

Satz 3.10 Es gilt
b
1= > *(GL(no.q H H (GL(nx,,q"))-
pe dimﬂ(GL(n,q)) k=1 A,€0

Wir summieren tber alle Partitionen von n der Form

p = (n07 (nz\l))\1€@17 (277/)\2))\26@27 veey (bn/\b)/\be@b)a

wobei ng = 0 oder ng > b und ny, >0 fir A\, € ©, und k =1,...,b gelten.
Oy ist eine Vertretermenge der primitiven Elemente der Korpererweiterung F /Fq beziglich

der Operation der Galois-Gruppe (siehe Definition 3.2), v*(GL(ng, q)) ist die Proportion b-satter
Matrizen in GL(n,,q) (siehe Definition 1.2) und u(GL(ny,,q")) ist die Proportion unipotenter
Matrizen in GL(ny,,,q") (siehe Definition 2.45).

Beweis: Gleichung II liefert fiir alle g € GL(n, q)

lgl~| = | GL(n,q) - 7(g)| - |7~ (m(9))|-

Sei g € GL(n,q) mit

(VO’ (V>\1))\1€@17 x) (ka))\bEGb) = W(g)
und
dlmﬂ—(g) = (n()? (n)\l))\16917 (Qn)\g)/\zeeza ceey (bnAb)Ab€®b> .
Nach Lemma 3.8 ist die Bahnenlénge gegeben durch
|GL(n,q)|
IGL(no, )| - T=1 Tliee, [GL(kna,, q)]

Lemma 3.9 liefert

b
7~ (m(9))] = v"(GL(no, 4))|GL(no, q H H w(GL( dNIGL(K - 1y, q)-
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Kirzen mit |GL(n, q)| liefert dann die Proportion

b
KJ[L’@,L‘M RGOS | O RTCHON

Wir kénnen nun iiber alle b-Aquivalenzklassen summieren, also iiber ein Transversale der b-
Aquivalenz. Die Abbildung dim o7 trennt nach Lemma 3.5 die b-Aquivalenzklassen. Wir kénnen
somit iiber das Bild von dim o summieren. Dies sind aber genau die Partitionen der Form p,
wie sie im Satz angegeben sind. O

Die im Satz bewiesene Identitit werden wir jetzt verwenden. Wir wollen eine Variable z"
einfiigen, die in der Gleichung des Satzes vorkommenden Proportionen als Koeffizienten ihrer
erzeugenden Potenzreihen auffassen und iiber alle Dimensionen n summieren. Auf der einen Seite

erhalten wir dann die geometrische Reihe > 02 (2" = ﬁ und auf der anderen ein Produkt

von V?(z) und verschiedener unipotenter Potenzreihen, also Euler’scher Funktionen (s. Satz
2.52(i)). V?(2) ist die erzeugende Funktion der Proportionen der b-satten Matrizen (s. b-satte
Potenzreihe, Definition 1.4).

Satz 3.11 FEs gilt

b
(1-2)"" = VXGL,¢;2) U(GL,q;2)"" J] U(GL,g";2F)a WDk,
k=2

Beweis: In der im letzten Satz gegebene Gleichung multiplizieren wir mit z” und summieren
iiber n auf beiden Seiten, n lduft von Null bis Unendlich. Wir erhalten

(1-2)" ZZ%H [T w(GL(ny,.q")- 2"

n=0 p k=1 €Oy

fiir z betragsméafig kleiner als 1. Die Summe lduft iiber alle Partitionen

p= (no, (n)q))\le@u (2n)\2))\26927 ey (bn}xb>)\be@b) € dlm’/T(GL(TL, Q))

Unter Ausnutzung von n =ng + Y 0_; 33 A, k-, erhalten wir fiir die rechte Seite

szﬂozno H H (GL(nx,. q ))an}\k

n=0 P k=1 A, €0,

b
GLq, H GLq z |®’“‘

Man beachte, dass wir v*(GL(0, q)) u(GL(0,q*)) = 1 definierten und dass v*(GL(n,q)) = 0
fir alle 1 <n <b gilt. Mit |O| = ¢ ( ) (siehe Definition 3.2) folgt die Behauptung.

O

Wir wollen die b-satte Potenzreihe weiter untersuchen. Zuerst betrachten wir als Spezialfall
die Proportion 2-satter Matrizen. Fiir diese kénnen wir bessere Aussagen treffen, als fiir eine
allgemeine Schranke b. Die Proportionen b-satter Matrizen (b beliebig) behandeln wir im darauf
folgendem Abschnitt.
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3.2 Proportionen 2-satter Matrizen

In diesem Abschnitt ist b = 2. Die in Satz 3.11 bewiesene Gleichung fiir Potenzreihen lautet in
diesem Fall

V3(2) = (1-2)"'U(GL,¢% 2%~ =92 U(GL, g;2)"@~V. (11I)

Wir nutzen, dass wir in Satz 2.49 gezeigt haben, dass die unipotente Potenzreihe gerade die
Inverse der Euler’schen Funktion ist. Genauer gilt

U(GL,q;2)"" = G(g; 2) und damit U(GL, ¢* 2*)' = G(¢* 2%).
Also gilt fiir die 2-satte Potenzreihe
Vi) = (1-2)7" Glg. 9 G(g, )00 (Iv)
Satz 3.12 Die Folge (v2(GL(n,q)))nen konvergiert gegen
v2(GL,00,q) = G(q,1)7'G(¢% 1)(‘72_‘1)/2.

Beweis: Definiere f(z) := G(q,z)qflG(q2,22)(q2*Q)/2. f ist eine ganze Funktion nach Lemma
2.51. Die Taylorentwicklung hat die Form f(z) = > 02 o(—1)"anz", ay, = ]%| (die Taylor-
koeffizienten alternieren, siehe Lemma 2.53), also gilt

(1—2)" iz":

07=0
Der n-te Koeffizient von V?2(2) ist v2. Ein Koeffizientenvergleich ergibt v2 = 3" (—1)%a;, also
gilt
oo
v (GL,00,9) = 3 (=1)"an = f(1).

n=0
O
Wir suchen nun eine Niherung fiir v?(GL, oo ,q) G(g,1)171G(¢2, 1)@ ~D/2_ Dafiir teilen

wir G(¢2, 1)@ ~9/2 in G(¢%,1)@ /2 und G(¢2,1)~@D/2 auf. In Satz 2.55 haben wir diese

Werte schon berechnet.
Satz 3.13 Es gilt v’*(GL; 00, q) = e—3/2 (1-— 1—72q_2 + %q_?’ + %q_‘l +0(q?)).
Beweis: Mit Satz 2.55 gilt

v (GL;00,q) = G(q*, 1) T D2G (g%, 1)~ D2G (g, 1)7!

1 11 1 3 925 119
— 71/2 o2 - —4 —6 i - 71_7 o 73_7 —4 -5 i
e /5 (1 27 T 561 +0(g")- (1 + 54 54 +48 231 +0(q7))
1 7 25 4583
Tl g g L2228 g
(I=ga 550 ~RY T rg? TOW )
7 1 77
_ -1-1/2 -3 —4 -5
e (1- 554 2y 300+ gt T O).

O

Das Ergebnis des letzten Satzes war das Ziel dieses Abschnitts. Jetzt wollen wir dhnliche
Resultate auch fiir beliebige b € N finden. Die zwei Sétze lassen sich iibertragen, Produkte,
Summen und vor allem Abschétzungen werden nur komplizierter und einige Schritte der beiden
Sétze deutlich schwieriger.
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3.3 Proportionen b-satter Matrizen

Satz 3.14 Die Folge (v"(GL(n,q))), konvergiert gegen

b
V(GL; 00, q) = [] G(g*, 1)@ s kD/k,
k=1

Beweis: Mit Satz 3.11 und den Identitaten
U(GL,q;z) = G(q,2)" " und damit U(GL, ¢~ zk) = G(qk, zk)

(s. Satz 2.52) gilt
b

Vi(z) = (-2 [T GG )@,
k=1
Definiere f(z) := [T6_, G(qk,z)(qk_iq(’“))/k. Dann ist f nach 2.51 eine ganze Funktion und die
Taylorentwicklung hat die Form f(z) = > 02 (—1)"anz", a, = |%\ (die Taylorkoeffizienten
alternieren, s. Lemma 2.53), also gilt

o0 n
(1—2)"'f(z Z > (-
n=01i=0
Der n-te Koeffizient von V?(z) ist v%. Ein Koeffizientenvergleich ergibt v2 = 3" ((—1)%a;, also

gilt

o0

W(GL,00,q) = Y (—1)"an = f(1).

n=0
Der folgende Satz gibt nun das wichtigste Resultat dieser Arbeit an.

b
Satz 3.15 Die Proportion b-satter Matrizen ist circa e~ i1 ¥ und genauer gilt
b
W(GL,00,q) = e~ Za=1 R (1 4+ O(g71)).

Beweis: Fiir b = 1 siche [7].
v?(GL, 00, q) war das Hauptresultat des letzten Abschnitts, siche Satz 3.13.
Der letzte Satz lieferte

b
V(GL;00,q) = [] G(g¥, 1)@ aED/E . G(q,1)77! = oP"H(GL, 00,q)G(g", 1)@ (@)
k=2

Den letzten Faktor konnen wir aufteilen in
G, 1)(qb—iq(b))/b = G(¢, 1)(qb—1)/b - G(g?, 1)~ a®)=1/b,

Fir diese Werte haben wir in Kapitel 2, Satz 2.55, bereits Ndherungen angegeben. Fiir b = 3
liefern diese

3 GL: 3/2 2 O 5
(0. ] — 1_7 + +7 + .

=v?(GL;00,q)

. 1 _ B 1 _ 1 1 _ _
e 1/3(1—6q 5400 %) - 1+2¢2=2¢ 3+ —=¢*+0(¢?)

3 3 18
—G(g8,1) (P 1)/3 =G(g3,1)~(a-1)/3
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1 1 41
— e 1/6 (1 _ 2,2 2,3 4 O(g5
e ( 29 Tl gt (¢))

Allgemein gilt fir b > 2 mit Satz 2.55
b_,b/p

. B 1 ~ 1 o
G(h, 1) =e 1/b(lJr;bq "+ 0(q 2b))(l+5q 1+ 0> ")

wobei p die kleinste Primzahl, die b teilt, und d = b — b/p, also ,k minus den gréften Teiler von

k¢, seien. Nun ist deg(iy(b)) = b/p und damit gilt auch

a®—iq(b)
b

Lt o)+ St oY),

-
e (1+ 5 5

G(q",1)

Insbesondere gilt d > 2 und damit weicht G(g?, 1)(‘1b—iq (0)/% mit, einem von ¢ abhéingigen Fehler
von e~/ ab. Mit der oben schon erwihnten Rekursionsgleichung haben wir dann den Limes
der Proportionen, v*(G L, 00, q), berechnet:

v?(GL,00,q) = e~ - Yk +0(¢7Y)).

O

Fiir kleine Schranken b konnen wir mit Maple genauerte Ndherungen mit héheren Termen
in ¢—! angeben. Man siche Anhang A fiir eine genauere Ausfiirung.

b | v*(GL,c0,q)

L]et (1—ga~ "+ 50> — 380 + 2500 " — 138300 ° + O(¢a™%))
2 6_1_1/2 (1 _ 1772(]—2 + %q_3+ %Zoq—4 _ 1%90(]_5 + 326623875310q_6+0(q_7)))
3 6—1—1/2—1/3 (1 _ iq—2 _ %q—3 _ %q—4 + 14790q—5 _ %q—ﬁ + O(q_7))
4 | et/ (1—3¢ 3-S50+ 50 ° — 550+ 500"+ 0(¢7?))
5| et A 1—1q3 - L+ a7 - 3Lq+ £+ 0(¢7%))
6 e_l_"'_l/6 ( _ %q—4 _ 1710(]—5 _ %Q—G + %q—7 _ %q—s + O(q—9))
7 6717...1/7 (1 _ %q74 . Tloqu o 3776(176 _ 1714(177 _ %qffs + O(qu))
8 6_1_“'_1/8 (1 . %Oq—S . %q—ﬁ o ﬁq—7 o 25T90q_8 4 O(q—9))
9 | emtmml/o (1— 100" = 194 ° = 13077 = 3pa * +0(a™?))
10 | ¢~1mm1/0 (10— a7~ £+ 0(g™)
11 6_1_“'_1/11 (1 o %q—G o 1714q—7 o 4778(]—8 4 O(q—9))
12 | et m /12 (1= 150" = 150 *+0(¢™)

Man sieht, dass bei geraden b der nicht-konstante Term gréfiten Grades verschwindet. Au-
Berdem wissen wir wegen

" —iq(k) 1 _ e
R —q¢ "+ 0(¢ "))

=P+ O+

und d > 2 flir k > 2, dass gilt

v (Gloo,q) = e~ ke V(1 +0(¢7?)).

k—iq(k)
Denn fiir b = 2 ist dies richtig und fiir gréBere b enthalten die Faktoren G(q*, 1)q P mit

2 < k < bin der entwicklung nach ¢ keinen Term vom Grad —1, sodass das Produkt v*(Gloo, q)
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auch keinen enthélt. Entsprechende Aussagen kénnen wir auch fiir gréflere SChranken b treffen,
also etwa .
0" (Gloo, q) = e~ 2=t k(1 4+ 0(q™%)) fiir alle b > 4, ete.

Vermutlich gilt diese Entwicklung auch allgemein fiir alle b € N. Genauer definieren wir
b
b* = | = 1.
51+
Wir stellen folgende Vermutungen auf.

Vermutung 3.16 Der Limes der Proportionen b-satter Matrizen fir b > 2 ist ndhernungsweise

" +0(g ).

Wir konnten dies leider nicht exakt beweisen. Eine andere Méglichkeit ist es, v?(GL, o0, q)
abzuschétzen. Eine zufriedenstellende Abschétzung nach unten konnten wir aber nicht finden.

Satz 3.17 FEs gilt
(i) (Obere Schranke) v*(GL,c0,q) < e~ Y 1/k,

(ii) (Untere Schranke) v*(GL,00,q) > e~ S 1k (1—2¢7 1+ 0(g7%)).

Beweis: Die obere Schranke ist am leichtesten mit Quokkatheorie zu finden. Wir verweisen daher
auf Kapitel 8 und speziell Satz 8.15.

k

. _ 9
Wegen % < Z:—:‘f (denn k > 2) und G(q*;1) > e @ -1D? (siche Satz 2.55(vii)) ist

G(qk;l)(qk—iq(k))/k > eXp(_(kqi)(qk_iq(k))/k

AV

D

4

o}

|

T =
NS
—~
e
—_ |
==
N———

Es ist q(';ﬁqf;)%) < 1 und damit



Kapitel 4

Matrixring

In diesem Kurzen Einschub wollen wir die Proportion b-satter Elemente des Matrixrings M (n, q) =
7™ angeben. Wie in der Bemenrkung 1.3 (i) erwihnt, ldsst sich diese sofort aus den Propor-
tionen der b-satten Elemente der Generellen Linearen Gruppe folgern. Nach der Bemerkung gilt
fiir die Proportion b-satter Matrizen

W(M(n,q) = [[(1 = ¢ )" (GL(n, q)).
i=1
Als Grenzwert ergibt sich somit

v*(M,00,q) = G(g; 1)v"(GLoo, q).

Interessant ist nun, dass wir fiir v®(M, 00, q) genauere Niherungen, fiir alle b € N, angeben
kénnen. Gewisse Terme im von ¢ abhéngigen Fehlerterm verschwinden ndhmlich gerade nicht.
Genau Néaherungen fiir b € {1,...,12} sind in Anhang B angegeben.

Satz 4.1 Seib € N beliebig. Der Grenzwert der Proportionen b-satter Matrizen ist circa

e ik,
Genauer gelten folgende Ndherungen
b=1
et (1 - gq_l +0 (q_2)> ,
b>2

e 22:1% . (1 — q_1 + 0 (q_z)) .

Beweis: Die Naherung fiir b = 1 haben Neumann und Praeger in [7], Theorem 4.5 angegeben.
Man vergleiche auch Anhang B. Man erhélt den Wert durch eine Entwicklung von G(g; 1) nach
q, d.h.

Glg1)=1-g"'+0(q7?)),

und der Multiplikation mit der Entwicklung von v!(GL, o0, ¢), man siehe Satz 3.15.
Fir b = 2 geht man genau gleich vor. Fir b > 2 kann sich der Term von ¢~
am Ende des letzten Kapitels erwihnten, nicht verdndern. (Fiir & > 2 gilt v*(GL,00,q) =

e~ Dt (1+0(¢2)))

1 wie wir

O

45



Kapitel 5

Symplektische Gruppen

In diesem Kapitel wollen wir die Proportion b-satter Matrizen einer Symplektischen Gruppe
bestimmen. Die Symplektische Gruppe sei mit Sp(n, q) oder Sp(2m, q) bezeichnet.

o 3 : Fy x Fy — F, sei die nicht-ausgeartete, alternierende Bilinearform, die durch die
Dimension n = 2m eindeutig festgelegt ist (bis auf Isometrie).

e Die klassische Gruppe Sp(2m, q) ist definiert als Invariantengruppe von 3, d.h.
Sp(2m, q) = {g € GL(2m,q) | Ag(u).g(v)) = B(u,v) ¥ u,0 € FI}.

e Der natiirliche Modul von Sp(2m, q) ist V' = Fy. Dieser hat gerade Dimension, n = 2m,
iber dem endlichen Korper K = .

e Der Witt-Index von (V, 3) ist dann m, also die Dimension der maximalen, total isotropen
Untervektorraume.

e & bezeichne eine Grammatrix.

Schreiben wir die Elemnte von GL(2m, q) als Matrizen, so ist ¢ € GL(2m, q) genau dann ein
Element von Sp(2m, q), wenn g""®g = & gilt.

Die Proportion b-satter Matrizen wird mit v% = v*(Sp(n, q)) bezeichnet. Wir wollen, wie bei
den Generellen Linearen Gruppen, die erzeugende Funktion als Potenzreihe betrachten und den
Limes der Proportionen bestimmen. Fir die Symplektischen Gruppen sind dies

o

VA) = VISP asz) = 3 v und v(Sp00,) = L v

2m

(man beachte die Summantion tiber m!)
Wir verwenden wieder die b-Aquivalenz und im Besonderen die Zerlegung des Lemmas 2.36:

g€ Sp(n,q) = V=VWLlVsy, ng:=dimVp, ncp = dim Vg (1)
mit ng, n<p gerade, v, b — satt und n<, = deg (997" (xg, ¥s)) -

(\Ilb(x) = H)\Gf( nicht—b—sattigend ($ - )\)n)

In den ersten drei Kapiteln haben wir eine Operation auf b-Hauptraumzerlegungen betrach-
tet und Matrizen im wesentlichen nach ihren (verallgemeinerten) Eigenwerten aufgeteilt und
so eine Summenformel erhalten. Dann mussten wir nur Matrizen mit moglichst einfachem cha-
rakteristischem Polynom betrachten. Fiir die Eigenwerte aus [F, waren dies Matrizen, die nur
diesen Eigenwert besitzen. Fiir Eigenwerte iiber einem Erweiterungskorper war dies etwas kom-
plizierter, da diese nicht alleine auftreten konnen, sondern eine Matrix iiber F, immer auch alle
g-Potenzen, also die Galois-Konjugierten, als Eigenwerte haben muss.

46
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In den weiteren klassischen Gruppen kénnen nun auch einige Eigenwerte nicht alleine vor-
kommen und verallgemeinerte Eigenwerte nicht nur mit ihren Galois-Konjugierten zusammen.
Dies haben wir in Satz 2.35 gezeigt. Genauer gilt g'"®g = ® fiir g € Sp(2m, q), da g 3 invariant
lisst. Damit ist g dhnlich zu g~". Wir halten fest:

\ ist verallgemeinerter Eigenwert von ¢ < A™! ist verallgemeinerter Eingewert von g. (IT)

Jedes Element der symplektischen Gruppe hat zu jedem Eigenwert auch das multiplikativ
Inverse als Eigenwert. Es ist also nur dann moglich, einen Eigenwert A\ beziehungsweise die
Proportionen der Matrizen, die nur diesen Eigenwert besitzen, alleine zu betrachten, falls A =
A1 gilt. Dies trifft nur bei A € {1, —1} beziehungsweise A\ = 1, falls q gerade ist, zu. Ist \ ein
verallgemeinerter Eigenwert, so ist die interessante Frage, ob A™! Galois-konjugiert zu X ist. Falls
dies nicht gilt, miissen A und A~! und alle Galois-Konjugierten zusammen betrachtet werden.
Wir untersuchen die Eigenwerte mit dieser Eigenschaft.

Lemma 5.1 Seien k > 1 und A € Fx primitiv iber Fy.
Gilt X = \™1 oder sind A und X' Galois-konjugiert (d.h. sie haben das selbe Minimalpoly-
nom), dann gilt einer der drei folgenden Fdlle.

(i) q ist ungerade, k =1 und \ = +1.

(ii) q ist gerade, k =1 und A = 1.

k
2

(iii) q beliebig, k gerade und A\~1 = X4

Beweis: Angenommen £ > 1. Insbesondere gilt damit A # A~ X und A~! sind Galois-konjugiert,
also existiert ein 0 < i < k, mit A = A~!. Daraus folgt

A _ A_qi _ Aqiqi _ )\qu.

A ist Element von Fx, also gilt A=A liegt in keinem echten Teilkdrper, also wird ¢%* von

q" geteilt. Wir haben i < k vorausgesetzt, also gilt 2i = k. Insbesondere ist k gerade.
O

Wir wollen Vertretermengen der Typen von Eigenwerten definieren und dann deren Kardi-
nalitdten bestimmen. Dabei betrachten wir nur Erzeuger der Erweiterungskorper Fx fiir k& < b.

Definition 5.2 Sei k <b.

o O war als Vertretermenge der primitiven Elemente definiert, wobei jeweils nur ein Galois-
Konjugierter enthalten ist, siehe Definition 3.2.

o Wir definieren die Vertretermenge der primitiven Elemente, die Galois-konjugiert zu thren

Inversen sind,
k
2

O :={A e x =)7L

e OF sei definiert als Teilmenge von ©\O}., die von X € ©,\O}, und \~! und deren Galois-
konjugierten nur eines enthdlt. Fiir X € ©% gelte also

N1 ¢ 02 firalle i=0,..k—1.

o Zur Vereinfachung ©' := Uizl O} und ©2 := Ui:l o7.
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(9,1€ ist Vertretermenge von primitiven Elementen, die Galois-konjugiert zu ihren Inversen
sind. Dies kann aber fiir ungerade & # 1 nicht auftreten. Insbesondere ist also fir k& # 1
ungerade ©f = () und 03| = 1|6;|. Wir wollen die Méchtigkeiten auch fiir die anderen Félle
berechnen. Fiir k = 1 gilt ©] = {41} und

02| = % falls g gerade,
! % falls ¢ ungerade.

Fiir £ = 2 haben die Elemente in @}C gerade Norm 1, sind also Elemente, deren Minimal-
polynome konstanten Term 1 haben. Denn fiir A € F2\F, gilt A= m. Die Kardinalitaten
sind

1 1 falls g gerade,
‘5~ falls g ungerade,
und

02| = q222q falls g gerade,
2 falls ¢ ungerade.

?—2q+1
2

Fiir groflere k wollen wir zwei Berechnungsmoglichkeiten angeben. Dazu zunéchst folgendes
Lemma.

Lemma 5.3 Sei 1 < k < b gerade.

(i) ©L = {\ € 0] AT = 1}. O} ist also Vertretermenge der (¢*/%41)-ten Einheitswurzeln,
die primitiv in Fox sind.

(i) Die im mazimalen Teilkirper F /2 von Fyx enthaltenen (¢*/2+1)-ten Einheitswurzeln sind
1 und —1, nur 1 falls g gerade. Insbesondere gilt ©f N Fore = 0.

Beweis: (i) klar nach Definition. Fir (ii) miissen wir nur den grofiten gemeinsamen Teiler der
Ordnungen der beiden zyklischen Gruppen bestimmen:

1 falls ¢ gerade,
99T (¢"? +1,¢"* = 1) = :
2 falls g ungerade.

AuBerdem sind 1 und —1 sicher (¢*/2 + 1)-te Einheitswurzeln. O

Um |©}| zu berechnen wollen wir von der Ordnung der Gruppe der (¢*/? + 1)-ten Einheits-
wurzeln die Anzahl aller Einheitswurzeln, die nicht primitiv fiir F » tiber F; sind, abziehen. Wir

erhalten die Anzahl der primitiven Elemente unter den (¢*/2 4 1)-ten Einheitswurzeln (primitiv
tiber dem Kérper F,, nicht unbedingt als Einheitswurzel primitiv). Jedes k—te solcher Elemente
liegt dann in der Vertretermenge @k.

Satz 5.4 Sei 1 <k < b gerade mit k = 2°k’, 2 teilt nicht k' und o € N.

(i) (Siebformel) Wir gehen die Untergruppen der Gruppe der (¢*/? + 1)-ten Einheitswurzeln,
die als Untergruppe einer Einheitengruppe eines Zwischenkdrpers von R /R vorkommen,
durch. Damit gilt

E-OF = ¢?+1- > (@*+0+ Y @+ - £|e]l.
p Pz, plk pr Pz, prlk

(i) (Rekursiv) Alle (q*/% + 1)-ten Binheitswurzeln haben einen Vertreter in Ol fir genau
ein l'|k". Somit gilt

k-lOp = ¢¢2+1- Y 2°7- |65, —61].
Uk, V#K
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(iii) Insbesondere ist k/2 der Grad von |©L|(q) € Q[z], als Polynom in q betrachtet.

Beweis: Sei p ein Primzahl, die & teilt. Wir wollen die (¢"*/? + 1)-ten Einheitswurzeln, die im
maximalen Teilkérper F x/p liegen, bestimmen. Diese bilden eine zyklische Untergruppe und wir

wollen den gréfiten gemeinsamen Teiler von ¢"/2 +1 und ¢*/? — 1 berechnen. Es ist ¢*/? — 1 =
("% = 1" + 1) und

p—l E .
" +1=("*+1)Y (—¢%)" (pist ungerade und damit ist (—1)?~' = 1).
i=0
Da auflerdem
Lt * k. ki3 k(p—2)
(=) =1+ (¢ —1)(¢¥ +q» +..+q % )
i=0

eine Linearkombination der 1 ist, gilt insgesamt
99T (q"? +1,¢"7 — 1) = ¢*/* + 1.

Hieraus ergibt sich sofort Moglichkeit (i). Fiir (ii) ist zu beachten, dass eine (¢*/? + 1)-te Ein-
heitswurzel primitiv in einem Korper F mit I|k ist. Ist A # 41, so wird [ von 2% geteilt. Die

Uberlegungen oben liefern insbesondere, dass A eine (ql/ 2 1 1)-te Einheitswurzel ist. Damit ist
A aber Galois-konjugiert zu einem Element aus ©; nach Definition der Vertretermenge.
(iii) folgt sofort aus (i) oder (ii). O

Fiir die zweite Berechnungsmoglichkeit ist es notwendig, die Anzahl der Elemente in O}
zu kennen, wenn k eine 2-Potenz ist. Alle anderen Kardinalitaten konnen aus diesen berechnet
werden.

Bemerkung 5.5 (i) Sei k =2% <b, o € N. Mit Lemma 5.3 (i) gilt

.t :{

Die Kardinalititen der zweiten Vertretermenge sind jetzt leicht anzugeben.

2&71

q falls q gerade,
(qQW1 —1)  falls q¢ ungerade.

= =

(i) Fir k gerade gilt

1 1,q" —ig(k
O3 = 2(exl —tol) = (T ey

(iq(k): siehe Definition 3.2).

(iii) Fir k # 1 ungerade gilt

1 q* — i, (k)
2 _ 1 _ q
0] = glon] = T
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(iv) Wir geben die Werte fiir kleine k an.

q gerade: q ungerade:
i 2 i 2
[/ |@k2| k| 10 O%
1 2 ) 3
2_9 —1 2_92g+2
2 q q~—zq9 2 q—1 g~ —zqTa
2 1 2 1
3_ 3_
3 0 i 3 0 Ch
4 % a2 4 q24—1 q4—28q2+1
5_ 5_
5 0 ql q 5 0 quq
6 | =a | °=20°—¢*+2q 6 | =a | a°=20°—¢*+2q
6 12 12
7_ 7_
7 0 T 7 0 T
8 % qg—gq4 8 q48—1 q8—2g4+1
i 1
9_.3 9_ 3
9 0 TS 9 0 TR
10| €=¢ | €°=2¢°—¢*+2q 10| €=¢ | €°=2¢°—¢*+29
10 10
1n_ 11_
11| o 1.1 0 7
12 E—® | ¢2—245—q*+242 12 F— | ¢12—245—q*+242
2 24 2 24

Wie im letzen Kapitel wollen wir jetzt b-Hauptraumzerlegungen fiir Elemente der Sp(n, q)
betrachten. Man vergleiche dazu die Definitionen 3.1 und 3.4.

Definition 5.6 Sei g € Sp(n,q).

e Der in Gleichung (I) gegebene Untervektorraum Vo, auf dem g b-satt ist und der maximal
mit dieser Eigenschaft ist, heifit b-satter Hauptraum.

o Fiir A € ©! ist der b-Hauptraum von g beziiglich A gegeben durch
H(A) := Kern(pa(9)")-
(uy bezeichne das Minimalpolynom von \.)

o Fiir A € ©2 ist der b-Hauptraum von g beziiglich \ gegeben durch
H(A) == Kern((ua(g)ma-1(9))")-

e Die orthogonale Zerlegung

V=W L] HEN L] HW
PYS(CE PYSICE

heiffit b-Hauptraumzerlequng von g.

e Die Menge von (1 + |0 + |©2|)— Tupeln von Untervektorriumen, die eine orthogonale
Zerlegung von V angeben, ist hier gegeben durch

M= {<V0’ (VAI))QEG)}? (VM))\lee)f’ S (V/\b)/\be@})’ (VAb)AbE(%i) |V0’V>\i sV, V=Wl HV/\}'
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e Die Dimensionsabbildung ist

dim : M — NYOHO (1 (V) o1, (Maeo?) = (dim(Vp), (dim(Va))xeor, (dim(Vy))reo2) -

o 1:S5p(n,q) — M, g— (Vo, (HN))recor, (H(N))reo2) weist jeder Matrix ihre

b-Hauptraumzerlegung zu.

Viele Aussagen gelten jetzt genauso wie bei der Generellen Linearen Gruppe. Die wesentlichen
Unterschiede gibt das folgende Lemma an.

Lemma 5.7 Sei g € Sp(2m,q).

(i) Die Dimension eines b — Hauptraums von g ist gerade.

(ii) Sei A € ©2 ein Eigenwert von g und my := dim#H()‘). Dann existiert eine nicht-orthogonale
Zerlegung

HN) =W e W*

in total isotrope, g-invariante Teilrdume, jeweils der Dimension my. Ist B eine Basis
fir W, so ist die Dualbasis B* eine Basis fir W*. Die Einschrinkung gy,,. als Matriz
bzgl. B* ist gegeben durch gfwfr (bzgl. B). Damit ist g,,,.. € GL(my,q) insbesondere durch
9wy € GL(my,q) festgelegt.

Beweis: Zu (i): Die Zerlegung in Hauptridume ist orthogonal. Ist also A ein nicht-b-sattigender
Eigenwert von g, so ist
(H()\)’ 'B\H(A)xH(A))
ein Symplektischer Raum. Insbesondere ist die Dimension gerade. Der b-satte Hauptraum muss
dann auch gerade Dimension haben (gleiches Argument oder iiber die Summe der Dimensionen).
Zu (ii): A € ©2 ist ein Eigenwert von g, also auch A~! und A und A~! haben verschiedene
Minimalpolynome. Wir setzen

W = Kern(ux(g)") und W* := Kern(uy-1(g)").

W, W* sind dann g-invariante Teilrdume. Diese haben jeweils Dimension my. Sei s € Sp(my, q)
der halbeinfache Anteil der Einschriinkung von g auf W. Uber K[)] ist s dann diagonalisierbar
und besitzt eine Eigenvektorbasis. Seien v, w zwei Eigenvektoren. Die Eigenwerte sind Galois-
konjugiert zu \, sagen wir A? bzw. A?. Damit gilt

B(v,w) = B(sv, sw) = )\q”rqjﬁ(v,w).

A liegt aber in ©2 und somit sind Galois-Konjugierte nicht invers zueinander. Es muss also
B(v,w) = 0 gelten. Insgesamt sind damit K[A\]W und insbesondere auch W total isotrop. Glei-
ches gilt fiir W+.
Da H()) nicht degeneriert ist (d.h. H(A) N H(\)* = (), ist die Summe insbesondere nicht
orthogonal. Eine Basis von W* ist als Dualbasis einer Basis von W gegeben.
O

Wir erhalten wie bei der generellen linearen Gruppe folgende Resultate.
Lemma 5.8 (i) Fir g,h € Sp(n,q) gilt

g ~p h & dim(n(g)) = dim(w(h)).

(i1) Ein Tupel (Vo, (Va)acor, (Va)rco2) € M liegt genau dann im Bild von 7, wenn alle
Dimensionen gerade sind und auflerdem folgende Bedingungen gelten:
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(a) dimVy = 0 oder dim Vj > b,
(b) Y k<bV¥ X\e O: 2k teilt dim Vj,
(¢c) Vk<bV X\e ©2:2k teilt dim V).

(iii) Ein Tupel in NI+HO'+©?| liegt entsprechend genau dann im Bild von dimow, wenn es die
Form

(2m0, (2m>\1))\1€6}7 (27”&1))\16@%7 ey (2b'mx\b)>\bee;v (2b'm/,\,,),\be@§>

hat, wobei my = 0 oder mgy > g gilt.

(iv) Sp(n,q) operiert auf M durch komponentenweises Anwenden. dim ist eine trennende In-
variante und der Stabilisator eines 7(g) fir g € Sp(n,q) ist dann isomorph zu

p(2mo, q XH H Sp(2k - my,,q) x H GL(k-m'Ak?q).
k= 1)\k€®1 )\kGQi

(v) Fiir g € Sp(n,q) ist die Menge aller Matrizen, die w gleich wie g abbildet, bijektiv zu

S*(Sp(2mo, q) x]‘[ IT & (ea™) x TT @ (o)™ ).

k=1 Ake@l )\keei

SP(Sp(2mo, q)) bezeichnet die Menge der b-satten Matrizen in der Sp(2mo,q), X(...) die
Menge der Matrizen, die das angegebene charakteristische Polynom haben. Die Mengen

X ((mkm;l)m*k und X (MT,:")

)Sp(%mxk X)) GL(kmy, ,q9)

sind bijektiv. Die Dimensionen bzw. Potenzen sind gegeben durch

dim(7(g)) = (27”0, (2ma )xeors (2my )y coz -5 (20-my, )y ot (Qb‘m/,\b),\,,e@g)-

Beweis: Wie bei der Generellen Linearen Gruppe, siche Lemmata und Bemerkungen 3.5 bis 3.9.

Das folgende Lemma gibt die Proportionen zu den Mengen in (v) im letzten Lemma an.

Lemma 5.9 Sei k ein Teiler von m mit n = 2m.
Dann gelten folgende Aussagen iber Proportionen von bestimmten Matrizen in Sp(n,q).

(1) x((z = 1)") = x((z + 1)") = u(Sp(n,q)) -
(i) Fir alle A € ©F gilt x (((z — A\)(z — A71))™) = w(GL(m,q)) .

(iii) Fir alle X € ©}, gilt x (u)\(x)%> = u(Sp(n/k,q")) .
(iv) Fiir alle \ € ©% gilt x ((M)\(:L') . u)\fl(x))m/k) = u(GL(m/k,q")) .

Beweis: (i) und (ii) haben Neumann und Praeger in [7], Abschnitt 3 und Theorem 5.1, bewiesen.

(i) und (iii) sind direkte Anwendungen von Satz 2.48 beziehungsweise der Folgerung daraus.
Alle Matrizen mit charakteristischem Polynom p A(x)% haben in der multiplikativen Jordanzer-
legung einen halbeinfachen Anteil, dessen Minimalpolynom gy ist. Alle halbeinfachen Anteile
sind konjugiert. Die Menge der unipotenten Matrizen, die mit einem halbeinfachen Anteil ver-
tauschen, ist nach Satz 2.48 bijektiv zu U(GL(n, ¢*)), der Menge der unipotenten Matrizen in
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der GL(n,¢"). Der Zentralisator eines halbeinfachen Anteils ist isomorph zur GL(n, ¢*). Durch
Kiirzen (siche Folgerung 2.49) erhéilt man die behaupteten Proportionen.

Zu (ii) und (iv): Sei A € ©2 fiir k teilt m und gerade oder k = 1. Eine Matrix mit Eigenwert
A muss nach (IT) auch A~! als Eigenwert besitzen. Sei also g € X ((,ua(:n) : ,ua_l(a:))%) Der
Vektorraum V' = Fy ldsst sich nach Lemma 5.7(ii) in eine direkte, bzgl. 8 nicht-orthogonale
Summe zerlegen.

V=WwWeWw"

W = Kern(ux(g)) und W* = Kern(uy-1(g)). Die Dimensionen von W und W* sind jeweils
m (Witt-Index). Sei B eine Basis von W. Dann ist die Dualbasis B* eine Basis von W* und
gl legt gj,,. fest. Nach Konstruktion besitzt g, genau die Eigenwerte A, A%, ..., )\qk_l, hat

das charakteristische Polynom gy (x)™/* und es gilt 9w € X (a(z)™*), diese Menge ist als
Teilmenge von GL(W') =2 GL(m, q) aufzufassen. Satz 2.49 liefert jetzt wiederum

XA (@)™ ) gL (m.g) = W(GL(m/k, ¢"))
und damit
X((/’L)\(x) : M)ﬁl(x))m/k)Sp(Qm,q) = X(:U’)\(x)m/k)GL(m,q) = u(GL(m/k7 qk))
O
Damit haben wir alle Unterschiede aufgelistet und kénnen nun einen Zusammenhang zwi-
schen b-satter Potenzreihe und unipotenten Potenzreihen fiir die Symplektische Gruppen for-

mulieren. Fiir die Generellen Linearen Gruppen haben wir diesen in den Sétzen 3.10 und 3.11
entwickelt.

Satz 5.10 FEs gilt

<o

(1—2)"1 = V¥%Sp,q;2) H (Sp, ¢"; 2F ‘9|U(GLq 22 )|@i|.

Beweis: Im Beweis zum Satz 3.10 bestimmten wir zunéchst die Lange einer Bahn von b-
Hauptraumzerlegungen. Sei dazu g inSp(n, q) mit

dim 7(g) = (2m0, (2ma )y, e01s (2m)xco2s o (20 my,)yco1, (20 m&b)xbeeg) :
Damit hat die Bahn Sp(n, q) - 7(g) nach Lemma 5.8(iv) die Lénge

1Sp(n, q)|
1Sp(2mo, ¢)| TTo_, [eor [Sp(2k - m, @)1y o2 [GL(E - m) , q)]

Zum zweiten interessierte uns die Anzahl der Matrizen mit der selben b-Hauptraumzerlegung.
Diese ist jetzt nach Lemma 5.8 (v) und Lemma 5.9 gegeben durch

b
o(5p(2mo, )ISp(mo )| TT TT 189ma. )l (G, @)) -
k=1x,e0}

[T 1GLGmS, ") (o @)y () ™).

2
)\kGGk

Summieren tiber alle Bahnen und Kiurzen liefert

1= va(sp(2m[)a H H SP 2m,\k,q )) H U(GL(m/)\kvqk))7

k=1 )\kEel )\kGGz
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wobei wir iiber das Bild von dim o summieren, also iiber alle Tupel der Form

(2m07 (2ma)ycots (2my)xeos -5 (26,5 ol (Qb'mlxb),\be@g)

mit mg = 0 oder mg > g.
Schlussendlich multiplizieren wir beide Seiten mit 2™ und summieren iiber m. Wir erhalten
die oben angegebene Gleichung fiir die Potenzreihen.
O
Wegen U(Sp, ¢; 2) = G(q%;qz) " (s. Satz 2.52) gilt folgende Folgerung.

Folgerung 5.11 V®(Sp,q;2) = (1 —2)7! Hk L G(g%k; ¢k )\@ilg(qk;z%)\@i\.

Wir betrachten wiederum den Grenzwert fiir m — oo. Eine genaue Aussage iiber die Kon-
vergenz konnen wir leider nicht liefern.

Satz 5.12 Der Limes der Proportionen b-satter Matrizen in der Symplektischen Gruppe ist

b
W(Sp; oo, q) = [ G(a*;¢") O G(g"; 1)/OF
k=1

Beweis: Man betrachte analog zu Satz 3.14 die Laurrententwicklung um 1 der Funktion, die auf
der rechten Seite der Gleichung in der Folgerung angegeben ist. O

Der niichste Satz liefert eine Abschitzung fiir v°(Sp; 0o, q). Genauere Werte fiir b € {1, ..., 24}
sind im Anhang C angegeben.

Satz 5.13 FEs gilt fir b > 1 beliebig

o= — —
v (Sp;i 0o, q) = i - 1071+ 0(q?)  falls q gerade,
e i %(1—2¢71+0(¢7?) falls q ungerade.

Beweis: Der Satz 2.55 gibt an, wie wir Abschiitzungen fiir G (¢%* )‘e lund G(¢"; 1)'9 | berech-
nen konnen:
gk —qdeslig(k))

Gl )8 = (1= LM +0() wnd Gk 1) T = (- a0 ),

wobei wieder d = k — deg(z’q(k)) (,k minus groften Teiler”) sei. In den Potenzen werden nur die
Terme gréBeren Grades von |O4](g) und |©%](q) betrachtet, dies ist aber fiir die Niherungen

G(q*;¢")° ~ 1 und G(¢*;1)IOk ~ e 1/2
ausreichend. Damit gilt
b ~ k1 3 -1
v’ (Sp;00,q) =€ k=125 (1 + O(q™1)).

Um den zweiten Faktor genauer zu berechen, miissen nur die Werte fiir ¥ = 1 und k =
ausgewertet werden. Nach Neumann und Praeger [7] gilt

e 2(1— qul + O(q~ falls g gerade,
v (Sp; 00, q) = Glg% 9) G (g; 1) =7 ( (@)
e 2(1-2¢71+0(¢g7?)) falls ¢ ungerade.

= D=

und mit Maple

(1-3¢72+0(¢7%) falls g gerade,
(1- %q_Q +0(q73)) falls ¢ ungerade.

G(q%q)%Gg; 1)1 = {

e

N|= w\»—‘

Fir k > 3 gilt berelts k/2 > 1 und d > 1. Damit verschwindet fiir alle k& der Term 1 — %
beziehungsweise 1 — Zq ~1 nicht.
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Unitare Gruppe

Die Proportionen b-satter Matrizen in den Unitdren Matrizen zu bestimmen ist jetzt nicht
weiter schwierig, da wir wie bei den Symplektischen Gruppen vorgehen kénnen. Wir wollen nur
die wesentlichen Unterschiede auflisten.

o B:Fy xFy — Fy sei die (bis auf Isometrie) eindeutige nicht-ausgeartete, hermitsche Form.
e [ ist (7)-Sesquilinearform, wobei () der Korperautomorphismus F2 — Fg, A — X ist.

e Die Unitare Gruppe U(n, q) ist definiert als Invariantengruppe von 3, d.h.

U(n,q) == {g € GL(n.¢*) | B(g(u)-g(v)) = B(u,v) ¥ u,v € F}.

Der natiirliche Modul von U(n, q) ist V = Fy iiber dem endlichen Kérper K = .

Der Witt-Index, die Dimension der maximalen, total isotropen Untervektorrdume, ist 7
beziehungsweise 251, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist.

o & bezeichne eine Grammatrix.

Fiir g € U(n, q) bezeichne g die Isometrie (7)o g, wobei () eintragsweise auf die Elementen
von V' = [ angewendet werde. Schreiben wir die Elemente von GL(n,q?) als Matrizen, so ist

g € GL(n, ¢?) genau dann ein Element von U(n,q), wenn gi"®g = ® gilt.

Die Proportion b-satter Matrizen wird mit v% = v*(U(n, q)) bezeichnet. Wir wollen wieder
die erzeugende Funktion als Potenzreihe betrachten und den Limes der Proportionen bestimmen.
Fiir die Unitdre Gruppe sind dies

VO(z) =Vo(U,q2) vaz und v°(U, 00, q) = lim o?.

n—o0

Lemma 2.36 liefert wieder

geUn,q = V=VWLVy, ng:=dimVy, ne :=dim Vs, (1)
mit g, b — satt und n<p = deg (997 (xg, ¥s)) -

(\Ijb(x) = H)\Ef( nicht b—sdttigend (I‘ - )\)n)
Satz 2.35 liefert hier

A ist verallgemeinerter Eigenwert von g < 2= A st verallg. Eingewert von g (I1)

Wir miissen Bedingungen fiir die algebraischen Elemente A € qu finden, die Galois-konjugiert

zu A9 sind. Dies heifit im unitéren Fall, dass A7¢ = A fiir ein i > 0 ist.

95
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Lemma 6.1 Seien k > 1 und )\ € quk primitiv iber Fp.
Gilt A = A\71 oder sind X\ und A\™? Galois-konjugiert (d.h. sie haben das selbe Minimalpoly-
nom), dann gilt einer der zwei folgenden Fdlle.

(i) XN € Fp2 und X ist (q + 1)-te Einheitswurzel.

(ii) k ist ungerade und \=7 = X&""". X ist dann (¢" + 1)-te Binheitswurzel.

Beweis: Ist A € F 2, so gilt A™7 = X und damit A\?™' = 1. Wegen [Fro| = (¢—1)(g + 1) liegen die
(g + 1)-ten Einheitswurzeln in F ..

Seien nun k& > 1 angenommen. Insbesondere gilt damit A # A79. XA und A7 sind Galois-
konjugiert, also existierte ein 0 < ¢ < k, mit A*" = \~¢. Daraus folgt

2% .21 41

N GO (G Y s e Y

und damit 45 — 2 = 2k. Umformen ergibt ¢ = % und k£ muss insbesondere ungerade sein. Damit
gilt
A=\ o 1 = @ D) gkt
Dann muss aber bereits A" 1 = 1 gelten.
O
Umgekehrt erfiillen natiirlich fiir ungerades 1 < k < b alle (¢* + 1)—ten Einheitswurzeln,
die primitiv fiir die Kérpererweiterung F 2« /F,2 sind, die Bedingung, dass A und A~? Galois-
konjugiert sind. Wir definieren nun wie im letzen Kapitel passende Vertretermengen. Dabei
verwenden wir die selben Bezeichnungen.

Definition 6.2 Sei k <b.

o O war als Vertretermenge der primitiven Elemente definiert, wobei jeweils nur ein Galois-
Konjugierter enthalten ist, siehe Definition 3.2.

o Wir definieren @,1{, die Menge der \ € Oy, die Galois-Konjugiert zu A\~ sind,
0L :={re O a1 =2"",

e OF sei definiert als Teilmenge von ©;\O}, die von A € O, \O} und A\=9 und deren Galois-
konjugierten nur eines enthdlt. Es gelte also fiir A € ©%

A ¢ 02 firalle i =0,..k—1.

o Zur Vereinfachung O := Ui:l O} und ©2 := Uizl o7.

Fiir k gerade ist ©}, = () und |©7| = 5|©|. Wir wollen die Anzahl der Elemente fiir ungerade

k berechnen. Fiir k = 1 gilt |©1| = ¢ + 1 und entsprechend |©%| = ‘IQ_T‘I_?
Fiir grofere k miissen wir die Anzahl der (¢* + 1)-ten Einheitswurzeln, die primitiv fiir
IF2x /F 2 sind, berechnen.

Lemma 6.3 Seien 1 < k < b ungerade und C die Gruppe der (¢* + 1)-ten Einheitswurzeln in

]FqZk .

(i) Es gilt ©1 C C.



KAPITEL 6. UNITARE GRUPPE o7

(ii) Sei p ein Primteiler von k. Dann gilt
E
’CquQk/p‘ = qr + 1.

Alle (qk + 1)-ten Einheitswurzeln, die Elemente des maximalen Teilkorpers ]FqZk'/p und
primitiv fir die Korpererweiterung ]FqQk/p/]FqQ sind, haben einen Vertreter in @}g/p.

Beweis: Zu (i): Sei A € ©1, d.h. A9 = A~L. Damit gilt
A = AEDF 3

denn k ist ungerade. Damit ist A aber (¢* + 1)-te Einheitswurzel.

2k
Zu (ii): Wir miissen den gréBten gemeinsamen Teiler von (¢¥ + 1) und (¢» — 1) bestimmen
(diesen haben wir im wesentlichen bereits im Beweis zu Lemma 5.3 bestimmt). Der grofite

k k k
gemeinsame Teiler ist ¢» + 1, denn es gilt q% —1= (g7 +1)(¢*/? —1) und
F+1= qP +1) Z )*  (p ist ungerade und damit ist (—1)?~! = 1)
i=0

und es gibt eine Linearkombination der 1 durch die beiden weiteren Faktoren:

k. k k k3 k(p—2)

D (=a?) =147 =@ +q7 +.t q >

Somit sind die Elemente, die im Schnitt von C und F 2/, liegen, (qg +1)-te Einheitswurzeln.
Die primitiven Elemente sind also nach Definition von 6,1c /p Galois-konjugiert zu einem Vertreter
aus @}g Ip°

O

Nun sehen wir leicht, dass fiir alle ungeraden 1 < k < b jede (¢* 4 1)-te Einheitswurzel einen
Vertreter in genau einer Menge O] fiir einen Teiler [ von k hat. Mit anderen Worten liegt genau
jede k-te (¢* + 1)-te Einheitswurzel, die primitiv fiir die Kérpererweiterung F 2r/p /Fq ist, in o}
(ist also ein Vertreter). Wir kénnen die Anzahl der Vertreter wie im symplektischen Fall auf
zwei Arten bestimmen.

Satz 6.4 Sei 1 < k <b ungerade.

(i) (Siebformel) Wir gehen die Untergruppen der Gruppe der (" +1)-ten Einheitswurzeln, die
als Untergruppe einer Einheitengruppe eines Zwischenkdrpers von ]Fqgk/IE‘qz vorkommen,
durch.

Ok = ¢"+1-— > @+ + > (@ +1) - .. x6]]
p Pz., plk p,r Pz., prlk

(ii) (Rekursiv) Alle (¢* + 1)-ten Einheitswurzeln haben einen Vertreter in ©} fiir genau einen
echten Teiler [ von k.

k-0 = ¢"+1— > 1-]6]].
Ik, I#k

(iii) Insbesondere ist k der héchste Grad von |©+|(q) € Q[z], als Polynom in q betrachtet.
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Beweis: Im wesentlichen folgen die Behauptungen aus den vorangestellten Bemerkungen und
Lemmata. Man vergleiche auch den Beweis zum Satz 5.4.

Fiir die zweite Berechnungsmoglichkeit ist es notwendig, die Anzahl der Elemente in @}c Al
kennen, wenn k eine Primzahl ist. Wir geben die Kardinalitdten fiir Primzahlpotenzen an. Alle
anderen Kardinalitdten konnen aus diesen berechnet werden.

Bemerkung 6.5 (i) Sei k < b mit k = p*, p eine ungerade Primzahl und o € N. Dann gilt

).

a—1

1, o
Ol = Z(g?" — g
S k(q q
Die Kardinalititen der zweiten Vertretermenge sind jetzt leicht anzugeben.
(i) Fir 1 <k <b ungerade gilt

1 1,q" —ig(k
O3 = 2(exl — o}y = LTI ey

(Fiir iq(k) siehe Definition 3.2) .

(iii) Fir 2 <k <b gerade gilt

1 q" — iy (k)
2, _ 1 _ a
0] = 1oy = Tl
(iv) Wir geben die Werte fiir kleine k an.
e e
=)
q+ 1 q 2q
0 gt—q?

Ne) o -~ (=) [Sa4 =~ w [\)
(e
(=}
i
S
|
=]
[2)
|
S
I
+
=
]

9_ .3 q187q97q6+q3

20 10 4 2
9 —q —q"+q
10 20
11 22 11 2
9 —q °=q "—q"+q
11 11 22
24 12 8 4
" —q "—q"+q
12 0 o7

Wie im letzen Kapitel kénnten wir jetzt b-Hauptraumzerlegungen fiir Elemente der U(n, q)
betrachten. Uns interressieren wieder nur Matrizen, deren charakteristisches Polynom héchstens
zwei irreduzible Teiler hat. Das néchste Lemma gibt die Proportionen dieser Matrizen an. Die
Bezeichnungen der Definition 5.6 und die Aussagen der Lemmata und Sétze 5.7, 5.8 und 5.10
konnen einfach tibertragten werden und gelten entsprechend fiir die Unitédren Gruppen (in den
jeweiligen Definitionen und Sétzen haben wir nie die genauen Kardinalitéten der |©4| und |©%]
verwendet). Wir wollen auf eine genaue Ausfithrung verzichten.
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Lemma 6.6 Sein € N.
Dann gelten folgende Aussagen iiber Proportionen von bestimmten Matrizen in U(n,q).

(i) Fiir alle A € ©1 gilt x((x — \)") = u(U(n, q)).
(ii) Sei zusitzlich n gerade. Fiir alle X € ©2 gilt (((:17 —A)(z — )\_q))”/z) =u(GL(%,q%).
(iii) Sei k ein ungerader Teiler von n. Fir alle A\ € O} gilt x (,u,A(x)%) =u(U(%,q")).

(iv) Seien zusitzlich n gerade und k ein Teiler von %. Fiir alle A € ©2 gilt
X ((1a(@) - o (@) ) = w(GL(3E, 4)).

Beweis: (i) und (ii) haben Neumann und Praeger in [7], Abschnitte 3 und 6 bewiesen.
(i) und (iii) sind direkte Anwendungen von Satz 2.48 beziehungsweise der Folgerung daraus.
(iv) ist wie Lemma 5.9 (iv) zu beweisen (eine Matrix ist durch das Abbildungsverhalten auf
einem total isotropen Teilraum der halben Dimension festgelegt).
Man beachte fiir (ii) und (iv), dass wir U(n, q) als Untergruppe der GL(n, ¢*) betrachten.
Il

Damit erhalten wir eine Gleichung von Potenzreihen, aus der wir die b-satte Potenzreihe fiir
die Unitdren Gruppen ablesen kénnen.

Satz 6.7 Es gilt

(=

(1—2)"' = VYU, ¢z H (U, q¢": 2 |@ L UGL, ¢** )|@i‘.

Beweis: Man vergleiche die Beweise zu den Sétzen 3.10 und 3.11 fiir die Generellen Linea-
ren Gruppen und Satz 5.10 fiir die Symplektischen Gruppen. Man kann die Proportionen der
b-Aquivalenzklassen berechnen und iiber die Summe der Proportionen die Gleichung fiir die

Potenzreihen erhalten.
O

Nun verwenden wir U(U,q;2) = G(—¢;—2)"" und U(GL,q¢* 2) = G(¢? 2)~! (siche Satz
2.52).

Folgerung 6.8 V'(U,¢;z) = (1—2)7" [Tj_; G(—q";—2F)IO G(¢?; 7)€%,

Zum Abschluss wolle wir noch v*(U; 00, ¢) berechnen und eine Naherung angeben.

Satz 6.9 Der Limes der Proportionen b-satter Matrizen in der Unitdren Gruppe ist
b 1 2
WV(Uso0,q) = [] G(—d" 1) G(g*F;1)195].
k=1
Beweis: Wie die Beweise zu den Satzen 3.14 und 5.12.

Satz 6.10 FEs gilt

3 b 11 b 1
’l)b(U; oo,q) —e 2 Zk:l, k ung. k2 Zk:L k ger. k (1 + O(qil))
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k

Beweis: Der Satz 2.55 gibt an, wie wir Abschitzungen fiir G(—g¢; —1)%‘1 und G(¢%; l)iq%
berechnen koénnen:

x>

. 1 _ 2 1 .
G(=¢"-1)F = e VH (14 g7 +0(¢*)) und G )5 = e/ (1 - g7 +0( ).

Hierbei sind die Potenzen jeweils die hochsten ¢-Potenzen der Kardinalitdten von @,{,, falls &
ungerade ist, bezichungsweise ©7 (siehe Satz 6.4 und Bemerkung 6.5). Damit gilt aber bestimmt

fir k£ ungerade 1
G(—¢";—1)% = e * 1+ 0(¢™)

und fiir k£ ungerade oder gerade
G(q**:1)/% = eV 1+ 0.

Insgesamt ist die gesuche Ndherung dann

P(U00,0) = TG -1 G 1)/

k=1
b b
— H efl/kefl/Qk (1 +O(q71)) H 671/2k (1 +O<q71))
k=1, k ung. k=1, k ger.

b
= e 2=k (1+0(g7Y).
]
Fiir b € {1,...,24} haben wir v*(U; 00, q) genauer berechnet. Die Werte sind im Anhang D

angegeben. Es ist ein Verschwinden der Grade in ¢ mit steigender Schranke b, dhnlich wie bei
den Generellen Linearen Gruppen, zu erkennen.
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Orthogonale Gruppe

Die letzten Gruppen, die wir betrachten wollen, sind die Orthogonalen Gruppen gerader Dimen-
sion. Wie wir in Bemerkung 1.3 zeigten, haben alle Elemente der Orthogonalen Gruppen von
ungerader Dimension der Eigenwert 1 oder —1, sind also im Kontext dieser Arbeit nicht inter-
essant. Die relevanten Orthogonalen Gruppen seien mit O%(2m, ¢) und O~ (2m, q) bezeichnet.

e Sei @ : Fj — F; eine nicht-ausgeartete quadratische Form.

o 3:Fy xFy — F, sei die Polarform von @, d.h. fiir u,v € V' gilt

Blu,v) == Qu +v) = Qu) = Q(v).

Ist ¢ ungerade, so ist 8 eine symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinarform, die g eindeutig
festlegt. Ist aber ¢ gerade, so gilt dies im Allgemeinen nicht. 8 ist dann eine alternierende
(und symmetrische) Bilinearform.

e Die klassische Gruppe O(2m, q) ist definiert als Invariantengruppe von @ (fiir ungerade
Charakteristik dann auch fiir 5), d.h.

O(2m, q) :={g € GL(2m, q) | Q(g(v)) = Q(v) V v € Fy}.

e Wir schreiben auch O¢(2m,q) mit ¢ = +, falls V eine Basis aus hyperbolischen Paaren
besitzt und € = — sonst. Man siehe zum Vergleich auch die Definition 2.27.

e Der natiirliche Modul von O¢(2m,q) ist V = [y . Dieser hat gerade Dimension, n = 2m,
iiber dem endlichen Korper K = F,.

e Fiir O"(2m,q) ist m der Witt-Index von (V, 3), also die Dimension eines maximalen Un-
tervektorraums, der nur singuldre Vektoren enthélt. Der Witt-Index bei O~ (2m,q) ist
m — 1.

® bezeichne eine Grammatrix von O (2m, q) oder O~ (2m, q).

Die Proportion b-satter Matrizen wird mit v®(O¢(2m, q)) bezeichnet. Wir wollen eigentlich
wie zuvor die erzeugende Funktion als Potenzreihe betrachten und den Limes der Proportionen
bestimmen. Dies sind die Potenzreihen V?(O¢, ¢; 2) = 3-2°_, v*(O¢(2m, q))z™ und die Grenzwer-
te v2(0F, 00, q) = limy, 00 ¥°(O(2m, q)) (man beachte die Summation iiber m).

Unser Verfahren, eine Summenformel iiber die b-Aquivalenzklassen und b-Hauptraumzerlegungen
herzuleiten, kénnen wir wieder anwenden, miissen es aber etwas variieren. Dazu definieren wir
Folgendes.
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Definition 7.1 o Wir bezeichnen die Summe und Differenz der Proportionen b-satter Ma-
trizen mit v** (0, m, q) := v*(OF(2m, q)) +v(O~(2m, q)) und
0"~ (0,m, q) :=v"(0*(2m, q)) — v(O~(2m, q)).

e In der Definition 1.2 haben wir v*(O7(0,q)) := 1 und v*(SO~(0,q)) := 0 gesetzt.

e Die erzeugenden Funktionen von v**(O,m, q) und v*=(0,m,q) seien mit
Vi (0,q;2) = 300 v (0,m, @) 2™ und VP~ (0, q;2) = 350 P~ (0,m, q)z™ bezeichnet.

Wir werden im Folgenden Eigenschaften der beiden letzten Potenzreihen bestimmen und
daraus diese fiir die b-satten Potenzreihen der O und O~ folgern.
Wir verwenden die Zerlegung des Lemmas 2.36:

g€ 0 (n,q) = V =VLVsy, ng:=dimV, np:=dim Vg, (I)
mit no, n<y gerade, g, b —satt und n<y, = deg (997 (xg, ¥s)) -

(\Ijb(x) = H)\Ef( nicht—b—sattigend (l‘ - )\)n)
Satz 2.35 liefert fir g € O°(2m, q):
\ ist verallgemeinerter Bigenwert von g < A~! ist verallgemeinerter Eingewert von g. (II)

Man hat den Eindruck, dass sich Orthogonale Gruppen und Symplektische nur wenig un-
terscheiden. Konsequenterweise sind die Vertretermengen der nicht-b-séattigenden Elemente die
selben wie bei den Symplektischen Gruppen. Man siehe Definitionen und Sétze 5.2 bis 5.5 fiir
die Definitionen und Eigenschaften von @}C (Vertretermenge der primitiven Elemente von F,
die Galois-konjugiert zu ihren Inversen sind) und ©% (Vertretermenge der restlichen primitiven
Elemente von F ). Wir setzen O := US_, ©} und ©% := |J}_, ©7.

Fine weitere Besonderheit der Orthogonalen Gruppen ist aber, dass alle b-satten Elemente
im Normalteiler SO¢(2m, ¢q), dem Kern der Dickson-Invariante

D:0O(V)— Fq, g— dim(Bild(1 —g)) (mod 2)

liegen miissen. Dies haben wir in Satz 2.43 gezeigt.

Eigentlich miissen also nur die Speziellen Orthogonalen Gruppen betrachtet werden. Wir wol-
len zwar die Proportionen b-satter Matrizen in den Orthogonalen Gruppen berechnen, dies ist
aber gerade die Hélfte der Proportionen in den Speziellen Orthogonalen Gruppen. Die Proportio-
nen unipotenter Matrizen haben wir in Lemma 2.46(vi) auch nur in den Speziellen Orthogonalen
Gruppen berechnet, denn Steinbergs Methode zéhlt fiir ¢ = 2 nur die unipotenten Elemente in
der SO€(2m, q) (siche das Lemma oder [11]).

Definition 7.2 Fir die Proportionen unipotenter Matrizen in der SO¢(2m,q) definieren wir
entsprechend

e ut(SO,m,q) :=u(SO*(2m,q)) + u(SO~(2m,q)) und
u” (SO, m,q) :=u(SOT(2m,q)) — u(SO~(2m,q)).

e In der Definition 2.45 haben wir u(SO™1(0,q)) := 2 und u(SO~(0,q)) := 0 gesetzt.

e Die erzeugenden Funktionen von u™ (SO, m,q) undu™ (SO, m,q) sind dann Ut (SO, q; z) =
=0 (SO, m, q)z™ und U~ (0, ¢;2) = Xpe_g v~ (O, m, q)2"™.

Die b-Hauptraumzerlegungen von Elementen der Oe(2m, q) beziehungsweise SOe(2m, q) wer-
den wir wieder etwas ausfithrlicher als bei den Unitdren Gruppen betrachten. Man vergleiche
fiir die nédchste Definition die entsprechende Definition 5.6.
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Definition 7.3 Sei g € O¢(2m,q).

Der in Gleichung (1) gegebene Untervektorraum Vg, auf dem g b-satt ist und der mazximal
mit dieser Figenschaft ist, heifit b-satter Hauptraum.

Fiir X € O ist der b-Hauptraum von g beziiglich A gegeben durch
H(\) = Kern(ua(g)")-
(u bezeichne das Minimalpolynom von \.)

Fiir X € ©2 ist der b-Hauptraum von g beziiglich X gegeben durch
H(A) = Kern((ua(g)ma-1(9))")-

Die orthogonale Zerlequng

V=W L[ HN L] HW
YS(CE PYS(CH

heifst b-Hauptraumzerlegung von g.

Die Menge von (1 4 |©'| 4 |©2|)— Tupeln von Untervektorriumen, die eine orthogonale
Zerlegung von V angeben, ist hier gegeben durch

M ::{(Vﬁv (V)q))\lE@%? (V)q))qe@fv RN (V/\b))\,ﬁ@év (V)\b))\be@g) V=Wl HV)\}

Die Abbildung m : O°(2m,q) — M, g — Vo, (H(N\))rcor, (H(N))rco2) weist jeder
Matriz thre b-Hauptraumzerlequng zu.

Ein weiterer Unterschied ist, dass sich die verschieden Hauptrdume unterscheiden.

Lemma 7.4 Sei g € O°(2m,q).

()

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Die Dimension eines b— Hauptraums von g, mit Ausnahme der Hauptrdume zu den Figen-
werten 1 und —1, ist gerade. Liegt g in der SO(2m, q), so liefert die Determinante, dass
die Dimensionen aller b-Hauptrdume gerade sind.

Sei A € ©! ein Eigenwert von g dann kann der b-Hauptraum H()\) mit der Einschrinkung
der Quadratischen Form @Q vom Witt-Typ + oder — seien.

Der b-satte Hauptraum Vy kann mit der Einschrinkung von @ vom Witt-Typ + oder —
seten.

Sei A € ©2 ein Eigenwert von g und my := dim#H()‘). Dann existiert eine nicht-orthogonale
Zerlegung

HN=WaW*
in total isotrope, g-invariante Teilraume, jeweils der Dimension my. Ist B eine Basis fiir
W, so ist die Dualbasis B* eine Basis fir W*. Die Abbildungsmatriz von g, ., beziglich
B* ist gegeben durch die von gﬁ{fr beziiglich B. g|,,. € GL(my,q) ist also insbesondere
durch g, € GL(my,q) festgelegt. Der Witt-Typ von H(\) ist +.

Sein A1, ..., \s die Figenwerte von g und €y, der Witt-Index des b-Hauptraums H(N\;) fir
1 < <s. Der Witt-Index des b-satten Hauptraums von g sei eg. Dann gilt

S

e = (eo) [ [ (ex,)-

i=1
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Beweis: (i) bis (iii) sind klar. Fur (iv) vergleiche man den Beweis zu Lemma 5.7 (iii). Der Witt-
Index ist 4+, denn der b-Hauptraum besitzt total isotrope Teilraume von halber Dimension.

Zu (v): Wir miissen nur zeigen, dass das orthogonale Produkt zweier Untervektorrdume
mit Witttyp — vom Witt-Typ + sind. Ohne Einschrankung seien U, U’ Untervektorrdume der
Dimension 2 und von Witt-Typ —. Dann ist

ULU' = (e, f) LW,

wobei (e, f) ein hyperbolisches Paar sei. Angenommen U LU’ hitte Witt-Typ —, d.h. W enthélt
keine singuldren Vektoren. Dann sind W und U’ isometrisch. Sei f : W — U’ so eine Isometrie.
Nach dem Satz von Witt (2.10) setzt f zu einer Isometrie g : U LU’ — U LU’ fort. Dann wiirde
aber g(U) = (e, f) gelten, ein Widerspruch.

O

Eine Konsequenz der letzten Aussage des Lemmas ist, dass in b-Hauptraumzerlegungen auch
die Verteilung der Witttypen beachtet werden muss.

Definition 7.5 Die Dimensions- Witttyp-Abbildung definieren wir als

dim*: M — (Nx {+, —})HO'l x NI®*I
Vo, (Maeots (Ma)aeo2) — ((dim(Vp), e0), ((dim(Vh),ex))yeor, (dim(Vy))reo2) -

Es bezeichne ey den Witt-Typ von Vy mit der Einschrinkung von Q und fir A € ©1 sei ey der
Witt-Typ von V.

Wir erhalten wie bei den bereits betrachteten Gruppe folgende Resultate, die mit denen aus
Lemma 5.8 iibereinstimmen.

Lemma 7.6 (i) Fir g,h € O(2m,q) gilt
Zg ~p h < dim*(7(g)) = dim* (7w (h)).

(ii) Ein Tupel (Vo, (Va)acor, (Vi)acoz) € M liegt genau dann im Bild von w, wenn alle
Dimensionen gerade sind und auflerdem folgende Bedingungen gelten:

(a) dim Vy = 0 oder dim Vp > b,
(b) ¥V k<bV X\€ OL: 2k teilt dim V},
(c) Vk<bV X\e O%: 2k teilt dim V).

(iii) Ein Tupel liegt entsprechend genau dann im Bild von dim omw, wenn es die Form
((2m0,€0)7 (Zmas ex))yeorr (2ma)yeoz, o (20-my,,ex)y,cop (20 mAb)Abeeg)

hat, wobei mg = 0 oder mgy > g und € = €y [[ e, gelten.

(iv) O¢(2m,q) operiert auf M durch komponentenweises Anwenden. dim ist eine trennende
Invariante und der Stabilisator eines w(g) fir g € O°(2m, q) ist dann isomorph zu

b
O (2my, q) x H H Ok (2k - my,, q) % H GL(k-my,,q).
k=1 )\ke@}c )\kEQ%

(o bezeichnet den Witt-Typ von Vy und €y, den von H(X\;), Mg € O}..)
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(v) Fiirg € SO (2m, q) ist die Menge aller Matrizen in SO(2m, q), die 7 gleich wie g abbildet,
bijektiv zu

S (060 2m0, X H H X (Hi’:”‘k> X H X ((,U,)\klu,Alzl)mAk) .
k=1x,e0} \€O3

SP(O¢(2my, q)) bezeichnet die Menge der b-satten Matrizen in der O¢(2my, q) oder SO¢(2my, q),
X(...) die Menge der Matrizen in der Orthogonalen Gruppe und damit auch in der Speziel-

len Orthogonalen Gruppe, die das angegebene charakteristische Polynom haben. Die Grade
der Matrizen bzw. die Potenzen der Polynome sind gegeben durch

dim(r(9)) = (2mo, (2ma)x,c01r (2 )ncez - (2b-my,)ycor (2b-m))ycon)-

Beweis: Man siehe Lemma 7.6 und die Lemmata und Bemerkungen 3.5 bis 3.9.

Das folgende Lemma gibt die Proportionen zu den Mengen in 7.6 (v) an.

Lemma 7.7 Sei k ein Teiler von m, n = 2m.
Dann gelten folgende Aussagen iiber Proportionen von bestimmten Matrizen in SO(2m, q).

(1) x((z = 1)") = x((z + 1)") = u(SO(2m, q))
(i) Fir alle A € ©F gilt x (((z — A)(z — A71))™) = w(GL(m, q))
(iii) Fir alle X € ©}, gilt x (u“wﬁ) = u(SO(2m/k, q"))

(iv) Fir alle A € O} gilt x ((ua(x) - pa-r (2))™*) = w(GL(m/k,q"))
Beweis: Man vergleiche Lemma 7.7.
Im néchsten Satz konnen wir mit Hilfe unserer Vorbereitungen eine Gleichung fiir interessante
Potenzreihen herleiten.
Satz 7.8 Es gelten folgende Aussagen.
(1)

b

2917 =3 "0 (2mo, @) T T u(S0%(2ma,.d") [ w(GL(m),.d")).

k=1 )\ke@}c )\k€@i

wobei wir dber das Bild von SO¢(2m,q) unter dim* o summieren. Dies sind alle Tupel
der Form

((2mo, o), (2mas,ex)ncot s (2mai)neons s (2b M, ex)neor (2b-ma,)cer)
mit mg = 0 oder mg > g.
(i)
2191 =3~ ""(0,mo, q) f[ [I " (50.mx.d%) I wGL(m}, . ")

k=1 kE@l Aké@i

und fir m >0

b
O—Zv (0, mg, q) H H u™ (50, my,,q") H u(GL(m’/\k,qk)).

k=1),€0L A €02
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Ist m =n =0, so ist die untere Summe auch gleich 2911 Wir summieren jeweils iber
alle Tupel der Form
(27”07 (2m/\1)xleeia (2m/,\1)>\1€®§7 i) (Qb'm/\b)xbee;a (2b-m’,\b),\b€@§)

mit mg = 0 oder mg > g.

(iii)

o

2011 (1 - 2)7t = V0, q;2 H (S0, ¢F; )@kl U(GL, ¢F; 22%)1€%]

und

(=

2101 — vb=(0,¢; 2 H ~(50,q"; 2 )|® L U(GL, ¢*; 2 )lai‘.

Beweis: Zu (i): Wir summieren {iber das Bild von SO¢(2m, q) unter dim* 7. Sei g € SO¢(2m, q)
mit

dim” 7(g) = ((2m07 €0)s ((2m>\176>\1)))\1€®% ’ (2m>\1))\16@%7 ey (20 My, GAb)AbEGév (2b- mx\b)/\beeg) :

Bahnenldnge von m(g) sind gleich unter O¢(2m, ¢) und O¢(2m, q). Diese ist nach Lemma 7.6(iv)

gleich
[0°(2m, q)|

0% (2mo, q)| TT 1O (2k - m,, ) TTIGL(km)  q)|
Das Urbild von dim* 7(g) hat nach Lemmata 7.6(v) und 7.7 die Kardinalitat

vb(060(2m0, q))|0°(2my, q) H H SOk ( 2m)\k,q ))|SOk (2kmy,, q)|-
k= 1)\19691

H u(<GL(m>\kv qk)) ’ (GL(kmAkv q)‘
A €02

Kiirzen liefert die Kardinalitit der b-Aquivalenzklasse von g:

b
el |Oe(2m Q)| v (060 2m0, H H SO M (2m>\ka k)) ’ H U(GL(m/\k’qk))
k= )\k661 )\k€@§

Nun wird auch klar, warum wir u(SO*(0,¢q)) = 2 und u(SO~(0,q)) = 0 setzten. Ersteres, um

fir alle A\, € @,1C zu erreichen, dass

’SOeAk (2km)\k ) Q)‘ €x 1
|O€>‘k(2k¢m)\k, q)] u(SO k(2m>\k7q ))2

auch fiir my, = 0 gilt, und zweiteres, da Orthogonale Rdume von Dimension 0 mit Witttyp —
nicht existieren. Wir summieren iiber alle b-Aquivalenzklassen der SO¢(2m, q) und erhalten

u(SO™ (2my,., ¢"))

%:2’|@1|va(060(2m0, ]‘[ [T w(SO™(2my,,d") - T[ w(GL(ma,,q").

k=1 )\ke@l )\kEGi

Eine Addition beziehungsweise Subtraktion der Summen fiir SO (2m, q) und SO~ (2m, q) lie-
fert die in (ii) angegebenen Summenformeln der v**(...) und u*(...) bezichungsweise der v~ (...)
und u”(...).

(iii) folgt sofort aus (ii). O

Die Potenzreihen U™ (SO, q : z) und U~ (SO, q : z) kénnen wir wie die unipotenten Potenz-
reihen der anderen klassischen Gruppen durch die Euler’sche Funktion ausdriicken.
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Lemma 7.9 Es gilt UT(SO,q:2) =G(¢?>: qz)" und U= (SO0,q: 2) = G(¢* : )7L

Beweis: Wir gehen wie im Beweis zum Satz 2.52 vor. Die Ordnung der Speziellen Orthogonalen
Gruppen ist nach den Sédtzen 2.28 und 2.41 fir m > 1 gleich

|SO(2m, q)| = ¢V (g™ — €1) H

Der g—Anteil ist somit ¢"(™~1) und nach Steinbergs Satz iiber die Anzahl unipotenter Elemente
(siche Lemma 2.46 (iv)) ist die Proportion der unipotenten Matrizen in der SO¢(2m, q) genau

2m(m—1) 1 m )
q —2i\—1
SO¢(2m, q —— = —q¢ (¢ + el 1—gq
(SO M 0) = gy = 5"+ D IO - a7
Addieren und subtrahieren liefert
uw(SO,m,q) =q¢ " [[(1=¢7*) " = ¢ "em(d?)
i=1

und

u (SO,m,q) = ¢ " [[(A—¢*) 7" = ¢ em(d?).
=1

Nach Definition 2.50 ist ¢, (¢?) das m-te Partialprodukt von c(¢?) = G(¢% 1) = [[32,(1 — ¢~ %).
Nach Lemma 2.51 ist G(¢?%;2) = > 00, h(m)z™ mit z € N und h(m) = ¢~ ?"cn(¢?). Es folgt
nach Definition der unipotenten Potenzreihen

UN(SO,q:2)=G(¢*: qz) tund U= (S0, q: 2) = G(¢* : z)~ L.

Folgerung 7.10 Es gelten
VPHO.g2) = (-2t [T G d"H)OHG(g 2o
und

b
VP (0, ¢q; 2) H |@1‘G(q : 22 )|®i‘.
k=1

Wir betrachten wiederum den Grenzwert fir m — oco.

Satz 7.11 Der Limes der Proportionen b-satter Elemente in den Orthogonalen Gruppen ist
unabhdngig vom Witt-Typ gegeben durch

v (0°

L\DM—~

ﬁ |6 lelta 1)\9 |

Beweis: Ahnlich wie in Satz 3.14 liefert die letzte Folgerung, dass gilt

b
" (0,m,q) = T G(a*:d"1)®HG(g*; 1)kl
k=1
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und v*~ (0, m, q) — 0 fiir m — oo. Wegen (0T (2m, q)) = $(v*F(0,m,q) +v°~(0,m,q)) und
00~ (2m, q)) = 2(v"* (0, m, q) — v*=(0,m, q)) sind die Grenzwerte gleich, genauer gilt

b
1 1 1
b(e. — lim Pt ( 1 1)lei CH)
O
Mit Ausnahme des Vorfaktors % ist dies genau der selbe Wert wie bei den Symplektischen
Gruppen, man siehe Satz 5.12 zum Vergleich. Der néchste Satz liefert eine Abschétzung fiir

v?(O¢; 00, q), die natiirlich der der Symplektischen Gruppen entspricht. Genauere Werte fiir
be{1,...,24} sind im Anhang C angegeben.

Satz 7.12 FEs gilt fir b > 1 beliebig
X ) 26 - Lk( %qil +0(q7?))  falls q gerade,
v’ (0;00,q) =
le - Lk( —3¢71+0(¢7?)  falls q ungerade.

Beweis: Wie in Satz 5.13.



Kapitel 8

Quokka-Mengen

Wie in der Einleitung angedeutet, haben wir zunéchst versucht, eine andere Methode anzuwen-
den, um die Proportionen b-satter Matrizen zu berechnen. Wir wollten einen anderen Ansatz
betrachten und so eventuell bessere Abschétzungen finden. Die Idee war die Verwendung von
Quokkamengen, die Alice Niemeyer und Cheryl Praeger 2010 in [8] vorgestellt hatten, man siehe
auch [6] von Frank Liibeck, Alice Niemeyer und Cheryl Praeger (2009). Die Methode hat vielsei-
tige Anwendung in der Berechnung beziehungsweise Abschitzung von Proportionen gefunden,
siehe zum Beispiel wieder [8].

Eine bessere obere Schranke kénnen wir in Abschnitt 8.2 angeben, genauer gilt fiir die Pro-
portionen b-satter Matrizen in der Generellen Linearen Gruppe:

b
vb(GL, 00,q) < e Dok,

(Siehe Satz 8.15.)

Beim Versuch, eine gute untere Schranken zu finden, treten aber Schwierigkeiten auf, die
ich nicht 16sen konnte. Ich werden argumentieren, dass gewisse Abschéitzungen nach unten nicht
genau genug durchgefithrt werden konnen. Diese Abschétzungen sind aber notwendig, um die
Proportionen b-satter Matrizen von grofiem Grad n nidherungweise zu berechnen. Hier wollen
wir uns auf den Fall von Eigenwert-freien (1-satten) Matrizen beschrianken.

Wir werden in diesem Kapitel nur die Generellen Linearen Gruppen betrachten. Wie in den
Kapiteln zuvor geben n € N den Grad der Matrizen und F, einen endichen Kérper an.

Definition 8.1 (Quokka-Mengen)
Eine Teilmenge Q C GL(n,q) heifst Quokkamenge, falls die folgenden zwei Bedingungen gelten.

(i) Sei g € GL(n,q) mit halbeinfachem Anteil s in der Jordanzerlegung (siehe Satz 2.52).
Dann gilt
geER & s€Q.

(i) Q ist Vereinigung von GL(n,q)-Konjugiertenklassen.

Quokka-Mengen kénnen allgemeiner definiert werden, wir wollen uns aber hierauf beschranken.
Wir fiithren noch einige weitere Begriffe ein.

Definition 8.2 o Sei G := GL(F,"). G ist zusammenhdngende (linear) reduktive Gruppe,
definiert tiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper F,.

o [ Fq — Fq, A = A sei ein Frobenitusmorphismus. F sei durch komponentenweise An-
wendung auf G fortgesetzt, sodass GF' = GL(n,q) die Fizgruppe von F ist.

e FEine Untergruppe U C G heifst F—stabil, falls F(U) =U.

69
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o Fiir U < G bezeichne UY := U N GL(n,q) den von F fizierten Anteil.

o SeiT' < G ein F'—stabiler mazimaler Torus (d.h. T ist F-stabile endliche abelsche Gruppe
mit T = Fq* X oo X Fq* und maximal mit diesen Figenschaften). Enthdlt T' ein Element
der Quokkamenge, so nennen wir T einen Quokkatorus oder (Q-Torus.

e Die Menge aller Quokkatori sei mit Tg bezeichnet.

o Sei Ty die Gruppe der Diagonalmatrizen in G. Ty ist ein maximaler F-stabiler Torus und
W = Ng(Ty)/To = S, ist die Weylgruppe von G, hier identifiziert mit der Symmetrischen
Gruppe S,,.

e Zwei Permutaionsmatrizen w,w’ € W heiflen F—konjugiert, falls ein h € W existiert mit
w' = h=*wF(h). Dies liefert eine Aquivalenzrelation, die F— Konjugation.

Die FF—Konjugiertenklassen entsprechen den GL(n, q¢)—Konjugiertenklassen der Permutati-
onsmatrizen und damit den S, —Konjugiertenklassen der S,. Die Zykelstruktur ist trennende
Invariante der Konjugationsoperation. Die F'—Konjugiertenklassen stehen in Bijektion zu den
GL(n, q)—Konjugiertenklassen der F'—stabilen maximalen Tori von G. Ein Beweis und eine
Konstruktion der Bijektion ist in [8], Lemma 2.1 zu finden.

Definition 8.3 Fine Quokkaklasse oder Q-Klasse C' sei eine F'—Konjugiertenklasse von W,
die durch eine GL(n,q)-Konjugiertenklasse von Quokkatori tiber die Bijektion induziert wird.
FEinen induzierenden Quokkatorus bezeichnen wir mit To € Tg.

Die Menge der Quokkaklassen sei Cq.

In [8] haben Alice Niemeyer und Cheryl Praeger eine Formel fiir die Proportion einer Quok-
kamenge gezeigt.

Satz 8.4 FEs gilt
1l 176 n Q|

o
GLingl — 2= Isu |TZ]

CECQ

8.1 Eigenwert-frei Elemente

Wir diskutieren die Anwendung der Quokka-Methode fiir die Proportionen Eigenwert-freier
Matrizen.

Definition 8.5 o Wir definieren die Quokka-Menge

Qn := S*(GL(n,q)) = {g € GL(n,q)| g hat keine Eigenwerte}.

o Vertreter der F'—Konjugiertenklassen der Weylgruppe (W = S, identifiziert), hier also
Sn—Konjugiertenklassen von Sy, sind durch Partitionen

a=(ag,.,a8)

von n gegeben (1 < ay < ... < ag, Y iy ; =n). Der Vertreter ist dann eine Permutation
mit Zykelstruktur o

o =1, ya)(ar+1,...,a0+az) ... (a1 + oo + @51, ..., n).

e Seia eine Partition vonn und C die F— bzw. S, — Konjugiertenklasse, wobei c,, als Permu-
tationsmatriz aufgefasst wird. Dann bezeichnen wir mit T, := T, den korrespondierenden
Torus.
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Eine Konjugiertenklasse C' = “n¢, ist genau dann eine Quokkaklasse, wenn die Partition
« keinen Teile der Grofle 1 hat, d.h. ay > 1. Dies ist der Fall, denn die Teile einer Partition
korrespondieren mit den Blockgréfien der Permutaionsmatrizen. und diese wiederum geben die
Eigenwerte an. Die Bedingung a; > 1 gilt also genau dann, wenn c, 1-satt ist. Die Menge der
Quokkaklassen steht in Bijektion zu

A}Z ={a=(a1,...,as) | aist Partition von n, 1 < a1 < as < ... < a, s € N}
Nach Satz 8.4 gilt nun Folgendes.

Satz 8.6 FEs gilt
|Qn| _ Z |Snca‘ |T50Qn|

GL(n ) ~ &, 1S [TF
Sn
Mit diesem Satz haben wir die Proportion in zwei Bereiche aufgeteilt, die Proportionen | i SST'
F
in der Symmetrische Gruppe und die Proportionen [T 09nl 5y abelschen Gruppen.

1T

Die vorkommenden Zykel oder Permutationsmatrizen im ersten Bereich sind genau die
Fixpunkt-freien Elemente (Derangements) beziehungsweise Vertreter dieser. Deren Proportion
haben wir bereits im 1. Kapitel ermittelt. Es gilt

Z ‘Snca| el
| S| '

acAl

(Siehe Satz 1.5 (i).)

Wir wollen nun versuchen, im zweiten Bereich die Proportionen in gewissen Tori passend
abzuschétzen. Wir miissen allerdings eine (untere) Schranke finden, die fiir steigendes n gegen
1 konvergiert. Wie wir sehen werden, miissen wir daflir aber die Vertreter, iiber die wir sum-
mieren, beschrianken. Schwierig wird es dann, noch zu gewéhrleisten, dass die Proportion der
ausgewihlten Vertreter im ersten Bereich gegen e~! konvergiert. Dies kénnen wir tatséichlich
nicht erreichen.

Betrachten wir zunéchst den zweiten Bereich, Proportionen in gewissen T'ori.

Definition 8.7 Wir definieren die Abbildung

T n
gA;—)[O,l], CM'—>Q7FQTL|.
74|

Lemma 8.8 Sei o eine Partition von n.
Dann gilt:

(i) Der F—fixierte Anteil eines Torus hat die Form

F * *
Ty =Fgay x ... xXF

qes»

(i) Der Schnitt mit der Quokkamenge TY N Q,, steht in Bijektion zu
(Fgor\Fq) x ... x (Fgas \Fy).
(iii) Damit ist

QuNTal T4 4% —4
o) = —7—— = N
g( ) ‘Ta‘ Z-Zl_Ilqai_l
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(iv) und a € AL & gla)=0 & o3 =1.

@

(v) Auflerdem ist g(o) = [I;_; ga:i] =T (1= (gt 4+ g¥ 2+ .. +1)7Y),
(vi) und g(a) < 3 )5}

Beweis: Zu (i): Man siehe [8], Abschnitt 3.1. Der Torus 7T, enthélt die Blockdiagonalmatrizen
in G mit Blockgréfien a; bis «s. Die jeweiligen Blocke sind, als Matrizen kleineren Grades
aufgefasst, halbeinfach mit irreduziblem Minimalpolynom (iiber F;). Somit korrespondieren die
Blocke mit jeweils einem Eigenwert. Fiir Elemente aus T)" = T,, N GL(n, q) bedeutet dies, dass
die Eigenwerte des i—ten Blockes Elemente von Fye; seien miissen. Damit folgt die angegebene
Isomorphie.

(ii) folgt sofort aus (i), denn charakteristisches und Minimalpolynom eines 1-satten Elementes
miissen selbst 1-satt sein.

(iii) und (iv) lassen sich dann leicht berechnen.

Zu (v): Man wende die abbrechende geometrische Reihe an:

s

g@) = ] '~

il
- o2t
i=1 g —1
S
= H(l — (qo‘i_1 +q¥ 2+ 1)_1).
i=1
(vi) ist klar wegen ZZZ:? < 1 fiir alle 4. O

Insgesamt muss also

|Qn | nca| q”
|GL(n,q)| g ISIZI_Ilqc”—1
berechnet oder abgeschétzt werden. Die Komplexitdt des Ausdrucks ist erkennbar. Wir sehen

keinen Weg, den Ausdruck direkt zu berechnen. Also miissen wir versuchen, | G‘L%;'q)‘ abzuschat-
zen.

Bemerkung 8.9 (Obere Schranke)
Es gilt g(a) < 1 fir alle Partitionen o, also ist eine obere Schranke gegeben durch

Sh,
\Gl‘fg‘q)\ < Z “S%H = {7 € Syn| 7 ist Fizpunkt-frei}| =
Y OéeA}L n

n k
5o kll) _ i+0((ni1),).
k=0 ’ :

Die untere Schranke stellt uns vor groflere Probleme. Die ,schlimmsten“ Partitionen, die
auftreten konnen, bestehen aus vielen kleinen Teilen wie zum Beispiel (2,2, ...), denn ¢((2,2,..))
ist Produkt vieler kleiner Faktoren. Sei n gerade, dann kénnten wir die Proportionen der Tori
folgendermaflen abschétzen:

w3

2 _
@) 2 g((2.2,)) = (G=hE — (-

Fiir ungerade n ist die Schranke praktisch gleich - der letzte auftretende Teil in der schlimmsten
Partition ist 3 anstatt 2. In jedem Fall sind die Schranken eine Nullfolge in n. Diese Abschétzung

1)% fiir alle a € A?.
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konnen wir also nicht verwenden. Die schlimmen Partitionen ((2,2,...) und &hnliche) miissen
also gesondert betrachtet werden oder gar nicht beachtet werden. Eine gesonderte Betrachtung
ist wiederum aufwendig bis unmoglich, da man ahnlich wie oben eine uniibersehbare Anzahl
an ,schlimmen® Partitionen finden kann. Die einzige Moglichkeit, die wir sehen, ist es, eine
Teilmenge Al C Al auszuwihlen. Es gilt sicher

GL(n,q)
|@nl a7
> > ~g(a)
GL -~ S,
GLnal = 2, 1S4
Wir miissten aber weiterhin erreichen, dass gilt
| GL(n ,(1)|
Z 671, n — 00,

n
aeAl

und wir andererseits eine gegen 1 konvergierende Folge (a,)nen finden, sodass g(a) > ay, fiir alle
a€ Al gilt.
Wir diskutieren einen Ansatz.

Lemma 8.10 Seia € Al.
(i) Sei zusdtzlich o strikt (d.h. 1 < aq < ... < as). Dann gilt

1
g(e) = (1= ).

(ii) « enthalte nicht mehr als k gleiche Teile. Es folgt
gla) > (1- )~

Beweis: Zu (i): Die Funktion

X —

g —1
ist monoton steigend in 2 > 1. Die Partition o € A} ist strikt und damit gilt a; > i + 1 fiir alle
i =1,...,s. Wir erhalten

Hq _qs(q—l)zl_ q—1
Faler qs+1 qs+1 -1 qs+1 _ 1'
Wegen q;i;llil < qsq+1 < % konnen wir insgesamt abschétzen:
1
gla) > (1--)
q
(ii) ergibt sich durch eine leichte Variation der gleichen Argumente. O

Zur letzten Aussage bietet sich die Betrachtung des Spezialfalls k = ¢ an, denn es ist

1
(1—-)~el
q

Die Permutationen, die g(a) > (1 — %)q nicht erfiillen (bzw. unter Umsténden nicht erfiillen)
sind gegeben durch das néchste Lemma.
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Lemma 8.11 Sein > g+ 1.

(i) Seil <k < [1]. Die Proportion der Permutationen mit q+ 1 oder mehr k-Zykeln (als

Produkt von disjunkten Zykeln) ist mk*(q“).

(ii) Die Proportion aller Permutationen mit g+1 oder mehr k- Zykeln fir ein k € {2, ..., | 25}
set bezeichnet mit p. Es gilt

1 o (g+1)
< — Y <
PE G “ g+ lq

Beweis: Zu (i): Die Anzahl der Permutationen ist gegeben durch

1
M (k=1)- () (k=1)1 L (DR (1)1 (n—(g+1)k)! = n! g (ath)
Zu (ii):Es gilt
o) Frud 1 k=[] 1 1
p-(g+ 1)< Z E—(a+1) S/ k_(q+1)dk:—fk_q|k71q“ <2171 = =
= 1 q B q q
O
Satz 8.12 (Untere Schranke)
Fiirn > q =1 ist eine untere Schranke gegeben durch
——— 2 - (1l-— )1 -7 =e¢2-(1-——)(1—-= +0 N
Ll = ot Y U 30 TO G

Beweis: Fiir eine Partition a € Al fiir die ¢, héchstens ¢ Zykel von gleicher Linge hat, gilt
g(a) > (1— %)q nach Lemma 8.10 (ii). Dieser Wert konvergiert fiir ¢ gegen unendlich gegen e~ !,

genauer konnen wir entwickeln:

g(0)> (1- D1 =¢ 1 (1 2g7 1+ 0(g2).

q 2
Die Proportion aller Permutationen in S,,, die héchstens ¢ Zykel gleicher Linge haben, ist
1-p<1- m nach Lemma 8.11 (ii). Davon koénnen nur die Permutationen ohne Fixpunkte

, mit einer Abweichung O(ﬁ

betrachtet werden. Deren Proportion in der S, ist circa e~!

Wir betrachten die Menge

A= {ae Al | gla)>(1- ;rf}.

Die Proportion der Permutationen, deren Zykeltypen beziehungsweise Partitionen in A}L liegen,

konnen wir mit
1 1

“(1-

e (q+1)!-q)

eine gute untere Naherung angeben.
Eine untere Naherung fiir die Proportion der Quokkamenge ist dann, mit eier Abweichung

C ((nJrll)!’
Q ] ] 1 1 1 _ j -9
’Gl"/(nj Q)’ % e( ((]7 + I)!-q> . ( q) ’ ( (7 q 1)'(])( 2 1 ( ))
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O

Diese Schranke ist schlechter als die in [7] und Kapitel 3 angegebene. Das Problem ist, dass
der erste Teil der Summe (Proportion aller Permutationen ohne Fixpunkte) circa e™! ist. Der
zweite Teil miisste also etwa gegen 1 abgeschétzt werden. Dafiir muss man sich aber auf einige
gute Partitionen beschriinken, was wiederum im ersten Teil eine (konstante) Abweichung von e~*
bedingt. Es existieren viele, von n unabhéngige Partitionen «, fiir die g(«) klein ist (,,schlimme*
Partitionen). Diese tragen also wenig zur Summe bei, miissen aber betrachtet werden. Dies
macht die Abschétzung des zweiten Teils schwierig bis unméoglich. Wir sehen keine Moglichkeit
mit Hife von Quokkamengen die Proportion 1-satter Matrizen zu zéhlen.

8.2 Eine obere Schanke fiir die Proportion b-satter Elemente

Die Bemerkung 8.9 l&sst sich leicht auch auf b-satte Elemente anwenden.

Definition 8.13 o Wir definieren die Quokka-Menge

Qp, = S"(GL(n,q)) = {g € GL(n,q)| g b~ satt}.

o Vertreter der Quokkaklassen der Weylgruppe W = S,, (hier: S, -Konjugiertenklassen von
b-satten Permutationen) sind durch Partitionen

a=(ag,.,as)

von n gegeben (b < aq < ... < ag, >.;— o =n). Der Vertreter ist dann eine Permutation
mit Zykelstruktur o:

o=, a)(ar+ 1,01 +a2) .- (@1 + oo + @51, .0y ).

o Die Menge der Quokkaklassen steht in Bijektion zu
AIT’L ={a=(a,...,as) | @ ist Partition vonn, b < a1 <az < .. < ag, s€ N}
Satz 8.14 Nach Satz 8.4 gilt

@l 5 cal T4 N Qul

|GL(n,q)] [Snl TS

acAb

wobet T, den Quokkatori zur Quokkaklasse mit Vertreter c, bezeichne.

Die Proportionen in den Tori lassen sich ohne Schrierigkeiten jeweils gegen 1 abschétzen.
Wir erhalten damit sofort eine obere Schranke, die wir mit den Methoden in den vorherigen
Kapiteln (iiber Potenzreihen) nicht so leicht erhalten konnten.

Satz 8.15 (Obere Schranke)
FEs gilt
|Qn]

Snca
W(GL(n,q)) = i < Y ‘s |

B |{7T € Sy| m ist b-satt}|
|GL(n,q)] '

S

Damit gilt
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Beweis: Die Proportion b-satter Permutationen konvergiert nach Satz 1.5 (iii) gegen
e 22:1 % .
O

Fiir die anderen klassischen Gruppen sollten sich dhnliche Schranken, abhingig von den
jeweiligen Weylgruppen, ermitteln lassen. Eine gute untere Schranke, die mdglicherweise inter-
essanter wére, ldsst sich so aber leider nicht finden.



Anhang A

Generelle Lineare Gruppen

Die Proportionen b-satter Elemente konvergieren gegen v°(GL, 00, q) = e~ >k L/k (1+0(¢gh)).
Die auftretenden Fehlerterme sind fiir b € {1, ..., 24} folgende:
(Maple-Ausdruck)

b=1:
b=2
b=3
b=4
b=5
b=26
b="7
b=28
b=9:
b=10:
b=11:
b=12:
b=13:
b=14:
b=15:
b=16:
b=17
b=18:
b=19:
b=120:
b=21:
b=22:
b=23:
b=24:

—1 7 -2 25 —3 4583 —4 13907 ,—5 900367 —6 10103633 —7 —8
1—-1/2¢ ' + L& + + +0(q

21 9 18 4 5760 4 11520

580608 4 5806080

26371

2 _3 —4 —6 , 7211 7 _ 3036983 —8
1- Eq +1/3¢7° + 1440q - ﬁq ®+ 362880 ¢ 1 30220 4 — 12441600 ¢ —|—O(q

-9

—2 49 —5 _ 17009 1319 854079 (8 -9
1-1/4¢7* - 1/647° —@q +ﬁq ~ 10320 4 +20160 +1075200 +0(q

-3 59 -4, 11 -5 __ 37 1133 41 -8 ST3IL o9 10
1-1/6q"" - 355a "+ 354 5019 +r040q +28800q ~ 113400 4 +O(q

1-1/6q7% - % ¢ ' +1/15¢7° - 5% q %+ 11()9038 " - 1:13;2 "~ 425032610 ’+0 (q "

1_1/8974_1/10‘175_@(1 +1/7q” 7_Wq +;g(1Jq 9+54504%12070 710""0(‘1 "

—4 5 _ 7 -6 7 ot 161 4361 —10 11
1-1/8¢7"=1/10¢7" — 559 ° —1/14q"" — 15554~ +720q +79200 +O(q
5 _ 7 -6 7 59 -8 , 19 -9 , 203 .—10 , 437 —11 12
1-1/10¢77 — 554 " = 1/14q¢" " = 354 "+ 564 + 5069 T 3966 ¢ +O(q

1— 1/10 q—S _ 1/12 q—G _ 1/14 q77 _ % q78 + 435 q79 + 6260030 q710 + 1133210 qfll + O (q 12

171/12q7671/14q777%q%71/18q797%q710+1/11q711 483062870 712+O(q 13

1-1/12¢7% —1/14¢7 " — L q %= 1/18¢7° = 1/30¢ "* = 1/22¢" " — 38L ¢ 4+ O (¢7**

1-1/14q7 " —1/16q % —1/18¢ " — L ¢ 0 —1/22¢7 " = 2B ¢+ 2 ¢ B+ 0O (¢

1—1/16q_8—1/18q_9—%q_10—1/22q_11—%q 12 _1/96q718 — L T+ 0(q1

1-1/16¢7%—1/18¢7° —1/20¢" " —1/22¢7 "' = S ¢~ —1/26q—13—1/12q—14+0 g
1-1/18¢7% —1/20¢7 " —1/22¢" " — L ¢ * = 1/26¢ " —1/12¢ " +1/45¢ " + O (¢~ '°

1-1/18¢7% —1/20¢7 " —1/22¢" " — L ¢ '* = 1/26¢ " —1/12¢ " +1/45¢ " + O (¢~ '°

1-1/20¢7"° —1/22¢7 " —1/24¢7 " = 1/26¢" " = 1/12¢""* = 1/30¢" " —= 22 ¢+ O (¢

1-1/22¢7 " —1/24¢7 "2 —1/26¢7 "% —1/12¢7"* —1/30¢7 5 — L ¢7'® —1/34¢7'" + O (¢ '8

96 4

1-1/22¢7 " —1/24¢7 "2 —1/26¢7 "% —1/28¢7 " —1/30¢7 5 — L ¢ —1/34¢7 " + O (¢ *®

96 4

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
1-1/14¢77—1/16¢ 5 = 1/18¢7° — & q "0 —1/22¢7 "' — 30228 12 4 2L 4715 1 O (¢ ')
)
)
)
)
)
)
)
)
)
1-1/24¢7"2 = 1/26q7 % —1/28¢7 " = 1/30¢7"° — L g ' = 1/34¢7 " — g7+ 0 (¢7")

% )

(
(
(
(
(
1-1/20¢7 "0 = 1/22¢7 " —1/24¢7 " = 1/26 ¢ = 1/12¢" " = 1/30¢ " = 22 ¢+ O (¢ 7
(
(
(
(
(

1-1/24¢72 —1/26¢7 " —1/28¢7 " —1/30¢" " — Lq ' —1/34¢7"" — ¢+ O (¢

1-1/26q7"% —1/28¢7 " = 1/30q™ " — 1/32¢ "0 = 1/34¢""" — 557" = 1/38¢7 " + 0 (¢7°)
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Anhang B

Matrixring

Die Proportionen b-satter Elemente konvergieren gegen v°(M, 00, q) = e~ >k L/k (1+ O(q_l))-
Die auftretenden Fehlerterme sind fiir b € {1, ..., 24} folgende:

(Maple-Ausdruck)

b=1: 1-3/2¢7" = a5+ B a " — B0+ S0 4~ e +O0(a7)
b=2: l—g ' =B+ 5a  + a5 0 T gt ¢ T+ g T+ O (a7)
b=3: 1—q™ ' =5/4¢7 2 +1/12¢° + 5507 + 550" — T30 ¢+ frsa + 0 (a7°)
b=4: 1—(]71—q72—1/6q73_%‘174+%q75+21532‘176"'236‘177"'0(’1 8)
b=5: 1—q71—q72—1/6‘173—1/8q74+%q75+ e 4+ % q77+0(q 8)
b=6: l—q ' =g =1/8¢ "+ 50" — g5 *+ iz +0(a7%)
b="17: l—qfl—q72—1/8q74 E 7O+360q6+}géé 77—|—O(q 8)
b=8: l—g ' =g+ 50" — 350 130 +0(a7%)
b=9: 1=q ' =g+ 5a  + g0+ 3550 T +0(a7%)
b=10: l—g ' —q 2 +q¢°—1/12¢°+ 84q77+0(q 8)
b=11: l—g ' —q+¢°-1/12¢"° + 84q77+0(q 8)
b=12: l—qg ' =g ?+q¢ "+ 14q_7+0(q 8)
b=13: l—q ' =g +q "+ 14q_7—|—0(q 8)
b=14: l—qg ' —q?+q¢°+ O(q7%)
b=15: 1—q_1—q‘2+q_5+q_7+0(q °)
b=16 l—qg'—q?+q° 0(q7%)
b=17 l—q ' =g +q° 0(q7%)
b=18 1—q*1—q’2+q*5+q*7+0(q 1)
b=19 1—q ' —q¢?+q¢ +q +0(q7")
b =20 1—q ' —q¢?+q¢ +q +0 (¢ ")
b=21 1—q’1—q2+q75+q77+0(‘1 )
b= 22 1-¢ ' —q2+¢ +q¢7+0 (¢ ")
b=23 1—¢ =g +q 7 +¢ " +0(7")
b= 94 1—q! q2+qﬂ+q77+o(712)
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Anhang C

Symplektische und Orthogonale
Gruppen

Die Proportionen b-satter Elemente konvergieren gegen v®(Sp, 0o, q) = e 2o MK (1+0(¢g7h))

beziehungsweise v°(0¢, 00, q) = %e_% 2o Lk (1+0(q™ 1)) . Die auftretenden Fehlerterme sind
fir b € {1, ...,24} folgende:
(Maple-Ausdruck, g gerade)

b=1: L=3/4q7 + B "~ Ra 7+ G a T - Bt a T+ ke e "+ 0(a7)
=2 R R L it Tafs  PRNTIre,
=3 Lo M B R S0 0 ()
=1 NEVPSRS TARE TANE - PN TRNE T P
=5 R P AN T e Tl
b=6: L=3/4q7 + 5" — e+ Bia " - FR e T+ ERima T+ 0 (a7
=1 Lo /aq 4 g7t g B g B B 0 0 ()
s L= 3/aq 4 7 g 4 g g B 0 0 ()
b=09- 1-3/4¢7" + ;%q72 _ % g+ % g4 — 183109425 g5+ 1695252335 ¢ +0 (q77)
b=10: 1-3/4qg ' +48q¢7 - %q_3+%q_4— BB+ %Q_G—FO@_?)
b=11": 1-3/4 g+ £q72 . % g+ % g - 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q77)
b=12: 1-3/4¢7' + %q72 _ % g3+ % - 183109425 g5+ 16052523:23 ¢S +0 (q77)
b—13: 1-3/4¢q~ + gq—Q _ % g3+ % ¢t - 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q—7)
b=14: 1-3/4 g+ £q72 . % g+ % gt — 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q77)
b=15: 1-3/4g~ + gq—z _ % g3+ % - 183109425 g5+ 16052523363 ¢S +0 (q—7)
b=16: 1-3/4q~ + %qu _ % g3+ % gt - 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q—7)
bh=17": 1_ 3/4(171 + £q72 . % g3+ % gt — 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q77)
b—18 1-3/4¢~ + %q—z _ % g3+ % ¢t — 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q—7)
b=19: 1-3/4q~ + £q72 _ % g3+ % gt - 183109425 g5 + 16052523363 ¢ +0 (q—7)
b—=90: 1-3/dq~ + ;%(f? _ % g3+ % gt 183109425 g5+ 1695252336; ¢S +0 (q77)
b—9]: 1-3/4q~ + %q—z _ % g3+ % gt — 183109425 g5 + 16052523363 ¢ +0 (q—7)
b=992: 1-3/4¢7" + £q72 _ % g+ % gt — 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q77)
b— 23 - 1-3/4¢7' + ;%q—z _ % g3+ % ¢t 183109425 g5+ 16052523363 ¢+ 0 (q—7)
b—94- 1-3/4¢g~ + %q—Q _ % g3+ % ¢t - 183109425 g5+ 16052523363 ¢ +0 (q—7)
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ANHANG C. SYMPLEKTISCHE UND ORTHOGONALE GRUPPEN

(Maple-Ausdruck, g ungerade)

b=1
b=2
b=3
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Anhang D

Unitare Gruppen

Die Proportionen b-satter Elemente konvergieren gegen

v (U, 00,q) =

6*%<Zlgkgb, k ung. 1/’“)*%<Z1gkgb, k ger. 1/k> (1 + O(qil)) ‘

Die auftretenden Fehlerterme sind fiir b € {1, ..., 24} folgende:

(Maple-Ausdruck)
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Cg, 70

Tq, 69
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g(a), 71

iq(k), 35
ut(SO,m,q), 62
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Anteil
(nicht-)b-satter, 24

b-Aquivalenz, 25
b-Hauptraum, 35

b-Hauptraumzerlegung, 35

b-satte Matrizen, 3
b-satte Permutationen, 3
b-sattes Polynom, 23
b-sdttigend, 21, 23
Bezeichnungen, 1

Dickson-Invariante, 26
Generelle Lineare Gruppe, 9
Hyperbolisches Paar, 11
Isomerie, 11
Jordanzerlegung, 22

Ordnung
der Orthogonalen Gruppen, 19
der Symplektischen Gruppen, 13
der Unitaren Gruppen, 15

Polarform, 11
Potenzreihe
b-satte, 4
unipotente, 27
Proportionen
b-satter Elemente
der Generellen Linearen Gruppen, 42
der Orthogonalen Gruppen, 68
der Symplekischen Gruppe, 54
der Unipotenten Gruppen, 59
des vollen Matrixrings, 45
Eigenwert-freier Matrizen, 2
nilpotenter und unipotenter Matrizen, 27

Quadratische Form, 11
Quokka
-Klasse, 70
-Menge, 69
-Torus, 69

Radikal einer Sesquilinerform, 11
Raum
Orthogonaler, 11, 17
Symplektischer, 10, 12
Unitarer, 10, 14
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