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Sei F ein Körper.

Aufgabe 1. Sei H ∈ F [z]k×k mit det(H) 6= 0. Zeigen Sie, dass

deg det(H) = dimF (F [z]1×k/F [z]1×kH).

Geben Sie ein Beispiel für zwei Matrizen H1, H2 mit derselben Smith-Form, aber
verschiedenen Kronecker-Indizes.

Sei G ∈ F [z]k×n und C = F [z]1×kG.

Aufgabe 2. Zeigen Sie: Wenn die Zeilen von G eine minimale Gröbner-Basis von C
sind (bezüglich der TOP-Ordnung), dann ist G zeilenreduziert. Wie sieht es mit der
Umkehrung aus?

Aufgabe 3. Formulieren Sie (in Anlehnung an den “vorhersagbaren Grad” aus der
Vorlesung) eine Eigenschaft “vorhersagbarer Vektorgrad”, die äquivalent dazu ist, dass
die Zeilen von G eine minimale Gröbner-Basis von C sind.

Definition. Die TOP-Ordnung auf N0 × {1, . . . , n} ist definiert durch

(l, i) <TOP (m, j)⇔ l < m oder (l = m und i < j)

für alle l,m ∈ N0 und i, j ∈ {1, . . . , n}. Damit kann man jedem Element 0 6= g =∑
l∈N0

∑n
i=1 gl,iz

lei ∈ F [z]1×n mit gl,i ∈ F einen Vektorgrad

vdeg(g) = max
<TOP

{(l, i) | gl,i 6= 0}

zuordnen. Eine Gröbner-Basis (GB) von C ist eine endliche Teilmenge G von C \ {0}
mit der Eigenschaft: Zu jedem 0 6= c ∈ C gibt es ein g ∈ G mit vdeg(c) = vdeg(g)+(l, 0)
für ein l ∈ N0. Eine Gröbner-Basis heißt minimal, wenn man keines ihrer Elemente
weglassen kann, ohne dass die GB-Eigenschaft verloren geht, d.h., G ist minimal, wenn
es kein g 6= h ∈ G gibt mit vdeg(h) = vdeg(g) + (l, 0) für ein l ∈ N0.


