Deckblatt 19.09.2007 (2. Termin), Gruppe A.

Klausur zu “Lineare Algebra I fiir Informatiker”, SS 07

B.Sc-Modulpriifung / Diplom-Vorpriifung / Scheinklausur in Lineare Algebra I
Dr. Timo Hanke, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Name: Matr.-Nr.
Vorname: Unterschrift:
Aufgabe Nr. 1 2 3 4 5 by Note
Typ E E E S S — —
Maximalpunkte 14 14 8 11 11 58 —
Punkte
1. Nachkorrektur
2. Nachkorrektur

Aufgabentyp E:

Bei Aufgaben diesen Typs sollen die Ergebnisse zu allen Teilaufgaben, die Sie gelost haben, auf einem
gesonderten Blatt zusammengefasst werden. Fiir die Abgabe sollen die Blatter dann so gestapelt werden,
daf} das Ergebnisblatt oben liegt und die Blétter mit den Rechnungen zur selben Aufgabe folgen. Korrigiert
werden nur die Ergebnisse, nicht die Rechnungen. Die Rechnungen miissen trotzdem mit abgegeben
werden. Fiir das richtige Ergebnis gibt es die angegebene Punktzahl, fiir eine falsche Antwort Null Punkte.
Bitte fiithren Sie selbsténdig geeignete Proberechnungen durch, bevor Sie Thre Ergebnisse aufschreiben.

Aufgabentyp S:

Bei diesen Aufgaben ist der Losungsweg strukturiert darzulegen und alle Aussagen sind ausfiihrlich zu
begriinden. Aussagen aus der Vorlesung brauchen nicht noch einmal beweisen zu werden, es sei denn, es ist
explizit gefordert.

Fangen Sie bitte fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an, um die Korrektur zu erleichtern.



Losungsblatt 19.09.2007 (2. Termin), Gruppe A.

Klausur zu “Lineare Algebra I fiir Informatiker”, SS 07

B.Sc-Modulpriifung / Diplom-Vorpriifung / Scheinklausur in Lineare Algebra I
Dr. Timo Hanke, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1. (Typ E, 14 Punkte)

-3 -2 4
Gegeben sei die Matrix A = 5 4 a | € Q*3, wobei a ein Parameter aus Q ist.
0 0 2
a) Wie lautet das charakteristische Polynom von A? (2 P)

xa(z) = 23 — 322 + 4. (2P)

b) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und geben Sie deren Vielfachheiten als Nullstellen (3 P.)
des charakteristischen Polynoms an.

=327+ 4= (v —2)*x+ 1),

d.h. die Eigenwerte lauten 2 und —1. (2P)
Dabei ist 2 doppelter Eigenwert und —1 ist einfacher Eigenwert. (1P)

c¢) Berechnen sie zu jedem Eigenwert von A die Dimension und eine Basis des zugehorigen (7 P.)
Eigenraums.
(Hinweis: Falls notig, ist hier eine Fallunterscheidung fiir @ zu machen.)

dimV(-1,A4) =1. (1P)
1
Basis von V(—1,A4): (| -1 ]). (1P)
0
Beim Eigenwert 2 unterscheiden sich die Fille a # —4 und a = —4. (1P)
2
Im Fall a # —4 ist dim V' (2, A) =1 (1P) und (| —5 |) eine Basis von V (-1, A) (1P).
0
2 4
Im Fall a = —4 ist dim V(2,A) =2 (1P) und (| —5 |, | O |) eine Basis von V(—1, A) (1P).
0 5
d) Fiir welche Werte von a ist A diagonalisierbar? (2 P)
A ist diagonalisierbar genau dann, wenn a = —4 (weil nur dann die Vielfachheiten der Eigenwerte

mit den Dimensionen der Eigenrdume iibereinstimmen). (2P)




Aufgabe 2. (Typ E, 14 Punkte)

iiber Zs. Es bezeichne v die lineare Abbildung

—_ OO = =
[ R e Y S GG

1
0
Gegeben sei die Matrix G = | 1
0
1

v Zy— 7y, x— Gu.

a) Wieviele Elemente hat der Spaltenraum SR(G) von G? (2 P)
|ISR(G)| =23 = 8. (2P)

b) Ist 7 injektiv? (1P)
ja (weil G “vollen” Rang hat). (1P)

c) Ist v surjektiv? (1P)
nein (weil Rg G < 5). (1P)

Gesucht ist nun eine Matrix H iiber Z,, fiir die Lo(H) = SR(G) gilt.
d) Welchen Rang mufl H haben? (1P)
Rg H=5—-RgG =2 (1P)

e) Geben Sie eine solche Matrix H an. Welche Probe konnen Sie fiir Thr Ergebnis machen? (4 P.)
(Hinweis: Als Probe reicht die Angabe einer Formel, die H enthlt.)

00010
H:(o 110 1)'(313)

Probe: Rg H =2 und H - G = 0. (1P)

Gesucht ist nun eine Matrix B iiber Zj so, dal 0 oy = idg; gilt fiir die lineare Abbildung

§:75— 173 yw By.

f) Welche Grole mu8 B haben? (1P)
3 x 5. (1P)

g) Geben Sie eine solche Matrix B an. Welche Probe kénnen Sie fiir Ihr Ergebnis machen? (4 P.)
(Hinweis: Als Probe reicht die Angabe einer Formel, die B enthélt.)




Aufgabe 3. (Typ E, 8 Punkte)

Im euklidischen Vektorraum R* sei U der von den folgenden Vektoren erzeugte Unterraum:

1 1 0 2
0 2 | -2 0
v = -1 ) Vg = 0 ) V3 = -1 ) Vg = —9
0 0 1 1
a) Welche Dimension hat U? (2 P.)
1 1 0 2
: 0 2 -2 0
dimU = Rg 10 -1 -2 |7 3. (2P)
0 0 1 1

b) Geben Sie eine Orthogonalbasis von U an. Welche Probe ist fiir das Ergebnis moglich? (6 P.)
(Hinweis: Die Basis mufl nicht notwendigerweise eine Orthonormalbasis sein.)

1 0 1
. . 0 0 4
Orthogonalbasis: (wq, ws, w3) mit w; = 1 (1P),wy = 0 (2P), w3 = 1 (2P). Pro-
0 1 0
be: (wq,wy) = (wy,w3) = (wy, w3) = 0. (1P)

Aufgabe 4. (Typ S, 11 Punkte)
Wir betrachten Endomorphismen in der euklidischen Ebene ¢4 : R? — R% 2 +— Az mit A € R?*2,

12 -5
-5 —12
Sie die Spiegelachse.

Al - A = E,, also ist A orthogonal. (2P)
det A = —1. (1P) Zusammen folgt, dafl A eine Spiegelung beschreibt.
Ansatz: Spiegelachse = V(1, A) oder Spiegelachse = (v + Av) fiir jedes v € R?\{o0}. (1P)

xq1w4):<(_f1)>.up)

a) Sei A = % ) Zeigen Sie, dafl ¢4 eine Spiegelung beschreibt und berechnen (5 P.)

1

(Hinweis: Hier ist nicht mit trigonometrischen Funktionen zu rechnen, sondern ein lineares Glei-

b) Bestimmen Sie umgekehrt A so, da ¢4 die Spiegelung an der Achse (( 2 >> ist. (6 P.)

chungssystem fiir die Eintriage von A aufzustellen.)

Sei A = Z _ba ), denn jede Drehmatrix im R? hat laut Vorlesung diese Form. (2P)

AmmzA(?):<?)mw)

Rechnung: Lése das LGS 2a +b = 2,2b — a = 1 fiir a,b € R. Ergebnis: A = 1 ( i _43 ) (2P)




Aufgabe 5. (Typ S, 11 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt geschrieben als (, ). Zwei Vektoren x,y € V/
heiflen orthogonal, geschrieben x L y, wenn (z,y) = 0 ist. Es sei U ein Unterraum von V, und die
Menge U+ sei definiert als

Ut :={veV|ulofiralleu e U}.

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhéngig voneinander losbar.

a) Zeigen Sie, dafl U+ ein Unterraum von V ist. (4 P.)

Unterraumkriterium: U~ nicht leer, abgeschlossen unter Addition, abgeschlossen unter skalarer
Multiplikation. (1P)

< u,0 >=0 fiir alle u € U, also 0 € U+, also U~ nicht leer. (1P)

v, €Ut =< u,v+v >=<u,v>+ <u,v >=0+0=0fiir allew € U, dh. v+ € U*. (1P)
NeERweUr =<y, v>=)\<u,v>=\0=0 fiir alle w € U, d.h. \v € U+. (1P)

b) Zeigen Sie: U N U+ = {o}. (3 P.)

Ansatz: Sei v € U NU*. Wir zeigen: v = 0. (1P)
Wegen v € Ut ist u L v fiir alle w € U. Da v auch in U liegt, ist also insbesondere v L v. (1P)
D.h. (v,v) = 0, woraus nach einem Axiom v = 0 folgt. (1P)

Fiir alle € V bezeichnet |z| die Lange von z, die als |z| := /(x, x) definiert ist.
c) Zeigen Sie, daB fiir alle x,y € V gilt: (4 P.)

lz+y|? = |=|> + |y|> <= = L y. (Satz von Pythagoras)

(Hinweis: Falls Sie hierfiir die Polarisationsidentitét verwenden wollen, dann ist diese erst noch
zu zeigen! Besser ist es, die Aussage gleich direkt zu beweisen.)

"ty ety D @) + (@ y) + y,2) + (1,9)

l21* +2(z, ) + |yl

le+ 2 =
(1P)

Also gilt |z + y|? = |=|* + |y|* genau dann, wenn (z,3y) = 0; also genau dann, wenn z L y. (1P)

Viel Erfolg!



