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Fir jede Aufgabe ein neues Blatt verwenden
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Nicht mit Rot schreiben
Es gibt 6 Aufgaben und insgesamt 100 Punkte
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1. (4+4+4+4 Pkt) Es sei K ein Korper und n € N. Beweisen oder widerlegen Sie folgende
Aussagen:

(a) Wenn A € R3*® das charakteristische Polynom x4 = 2® — 3z* + 2z hat, so ist A
diagonalisierbar und es gilt Rang(A) = 2.

(b) Es gibt eine Matrix A € K™ mit y42 = (xa)>.

(c) Ist A € K33 so, dass x4 = #° + ap2® + ayx + ag mit ay, a1, a9 € K und ay # 0, so
folgt: A ist invertierbar und

A_l = —%(Az + (IQA + allg).

(d) Ist A € R ein Eigenwert von A € R™ " so ist A + 9\ + 7 ein Eigenwert von
A% +9A +71,.

2. (6+10 Pkt) Es sei U der Unterraum von R*, der von

T3 =

i
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erzeugt wird. (a) Zeigen Sie, dass x1, z3, x3 eine Basis von U sind. (b) Bestimmen Sie
mithilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens eine Orthonormalbasis
von U beziiglich des Standardskalarproduktes.



3. (6+10 Pkt) (a) Bestimmen Sie a € R so, dass f : R* — R3 z +— Ax, wobei
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nicht bijektiv ist. (b) Schreiben Sie fiir diesen speziellen Wert von a den Spaltenraum
von A als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.

4. (4+12 Pkt) (a) Seien K ein Korper, n € N und A, A € K™ Zeigen Sie: Gilt A =
T-YAT fiir ein invertierbares T € K™, so folgt A¥ = TAFT! fiir alle k € N.
(b) Diagonalisieren Sie
A= |: 8§ =3 :| c R2%2

18 -7
(d.h., bestimmen Sie T' so, dass T~' AT eine Diagonalmatrix ist) und benutzen Sie (a),
um A5 zu berechnen.
Hinweis: Bei richtiger Rechnung ergibt sich (A®');, = 3 - 2% + 2. In dhnlicher Form
sollten auch die anderen Eintrige von A% angegeben werden.

Bei folgenden Aufgaben zdhlt nur das Ergebnis, nicht der Rechenweg (aufler, wenn explizit
nach einer Begriindung gefragt wird). Tragen Sie Thr Ergebnis unten ein.
Wichtig: Geben Sie trotzdem unbedingt die Blatter mit Ihren Berechnungen ab!

5. (10+3+3 Pkt) Berechnen Sie (a) die Determinante, (b) den Rang, (c) die Spur von

1 2 3 4
143 21 Axcd
A= 5 13 41|F€ R**%.
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Antwort: Det: Rang: Spur:

6. (4+4+4+4+4 Pkt) Sei a € R\ {0}. Bestimmen Sie (a) die Eigenwerte, (b) den Rang,
(c) die Eigenrdume, (d) die Dimensionen der Eigenrdume von
0 a O
A=1]a 0 0 | € R,
0 0 a

(e) Fiir welche Werte von a € R\ {0} ist A diagonalisierbar? (Begriindung auf Rechen-
blatt) (f) Bonus: Diskutieren Sie den Fall a = 0.

Antwort: EW: Rang: Diag.bar fiir alle a mit:




