
LAI-Vordiplomklausur (Prof. Dr. U. Schoenwaelder), 31.3.2003 Gruppe A

Name: Matrikelnummer:

Ankreuzteil. Kreuzen Sie bei jeder Frage der Aufgaben 1 bis 5 entweder
”
Ja“ oder

”
Nein“ oder nichts an. Jedes

richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minuspunkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0
Punkte, Minuspunkte wirken also nichtüber Aufgaben hinweg. Wenn Sie bei einer Frage unsicher sind, machen Sie
einfach kein Kreuz.

1 Es seiK ein Körper undV ein endlich erzeugterK-Vektorraum. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Wenn B = (b1, b2, b3) eine linear unabḧangige Folge von Vektoren inV und
(c1, c2, c3) ein Erzeugendensystem vonV ist, dann istB eine Basis vonV .

� Ja � Nein

WennB = (b1, b2, b3) eine Folge von Vektoren inV und(c1, c2) ein Erzeugenden-
system vonV ist, dann istB linear abḧangig.

� Ja � Nein

WennB = (b1, b2, b3) eine Basis vonV ist, dann giltV = 〈b1〉 ⊕ 〈b2〉 ⊕ 〈b3〉. � Ja � Nein

WennB = (b1, b2, b3) eine Basis vonV ist, dann giltV = 〈b1, b2〉 ⊕ 〈b2, b3〉. � Ja � Nein

WennB = (b1, b2, b3) eine Folge von Vektoren inV und(b1, b1 + b2, b1 + b2 + b3)
eine Basis vonV ist, dann ist auchB eine Basis vonV .

� Ja � Nein

2 Es seiK := 7 der Körper mit7 Elementen undK[X] die PolynomalgebräuberK.

K[X] ist alsK-Vektorraum7-dimensional. � Ja � Nein

Zu jedem Polynomq ∈ K[X] gibt es ein Elementa ∈ K mit q(a) = 0. � Ja � Nein

Der Grad der Differenz zweier Polynome ungleich0 ausK[X] ist gleich dem Mi-
nimum der Grade der beiden Polynome.

� Ja � Nein

Das PolynomX + 5 ist in K[X] ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler der Polynome
X2 + 6X + 5 undX2 + 2X + 2. (Beachten SieK = 7.)

� Ja � Nein

3 Es seienB, C,D Basen eines2-dimensionalenQ-VektorraumsV , die gem̈aß

Bid C =

[
1 2
3 4

]
und BidD =

[
2 −1
−1 2

]
auseinander hervor gehen.

Gibt es einen Vektorx ∈ V mit Bx =

[
3
7

]
, Cx =

[
1
1

]
, Dx =

[
1
−1

]
? � Ja � Nein

Gibt es eine lineare Abbildungϕ : V → V mit

Bϕ
B =

[
2 −2
−2 4

]
und Dϕ

D =
1
3

[
4 0

−10 18

]
?

� Ja � Nein

4 Wir betrachten die symmetrische reelle3 × 3-Matrix A =

 1 0 1
0 0 0
1 0 2

 und die Abbildung

α := (x 7→ xtrAx) : R3×1 → R.

Ist α linear? � Ja � Nein

Ist α eine affine Vektorabbildung? � Ja � Nein

Es seiΓ die Bilinearform aufR3×1, deren Gram-Matrix bez̈uglich der Standard-
basisS geradeA ist. Ist(R3×1,Γ) ein euklidischer Vektorraum?

� Ja � Nein

5 Es seiV einn-dimensionalerR-Vektorraum undϕ ein invertierbarer Endomorphismus vonV . Sind die
folgenden Aussagen richtig?

Wennx ∈ V ein Eigenvektor vonϕ ist, dann istx auch ein Eigenvektor vonϕ−1. � Ja � Nein

WennA ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix ist, dann existiert eine invertierbare
Matrix T ∈ Rn×n, für dieT−1AT eine Diagonalmatrix ist.

� Ja � Nein

WennG ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix ist, dann existiert eine invertierbare
Matrix T ∈ Rn×n, für dieT trGT eine Diagonalmatrix ist.

� Ja � Nein
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Ergebnisteil. Tragen Sie bei den Aufgaben 6 bis 9 jeweils nur die Ergebnisse in die dafür vorgesehenen K̈astchen
ein. Sie brauchen die Ergebnissenicht zu begr̈unden, f̈ur Begr̈undungen und Ans̈atze gibt es aber auchkeinePunkte.
Für jede richtige Antwort bekommen Sie die angegebene Punktzahl. Für falsche Antworten gibt esNull Punkte.

6 Gegeben ist die MatrixP :=

 −1 0 5
2 1 −8
−1 0 4

 ∈ Q3×3.

Berechnen Sie die zuP inverse Matrix P−1 =


. (4 Punkte)

7 Der Endomorphismusϕ desQ-VektorraumsV habe bez̈uglich einer BasisB die Matrix

Bϕ
B =

[
−3 1

1 −3

]
. Die Eigenwerte dieser Matrix sind−4 und−2. Bestimmen Sie eine Eigenvektor-

basisC vonϕ, geben Sie aber nur die BasiswechselmatrixBid C =

[ ]
an. (4 Punkte)

8 Im VektorraumV = 71×3 (über dem K̈orper 7 = {0, 1, 2, . . . , 6} mit sieben Elementen) seien die
Vektorena = [0, 1, 2], b = [3, 4, 5] undc = [6, 0, 2] sowie der TeilraumU = 〈 a, b 〉 gegeben.

(a) Wie viele Nebenklassen hatU in V ? (1 Punkt)

(b) Finden Sie eine lineare Abbildungϕ : V → V ,ϕ 6= 0, bei der alle Vektoren der NebenklasseU+c

dasselbe Bild haben, und geben Sie die AbbildungsmatrixSϕ
B =


 bez̈uglich der

BasisB = (a, b, c) und der StandardbasisS vonV an. (2 Punkte)

(c) Welche Dimension hat der TeilraumW , der von den Vektoren der NebenklasseU + [1, 2, 3]
erzeugt wird? (2 Punkte)

9 In einem R-Vektorraum mit BasisB sei der Endomorphismusϕ gegeben durch seine Matrix

Bϕ
B =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

. Welchen Grad hat das Minimalpolynom vonϕ? (2 Punkte)

Welche Dimensionen haben die Haupträume vonϕ? (2 Punkte)

Schriftlicher Teil. Beantworten Sie die Aufgaben 10 bis 13 schriftlich. Beweisen Sie alle Ihre Behauptungen.
Schreiben Sie aufjedes Blatt Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer. Fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen
Seite an.

10 Formulieren Sie eine Definition für den Begriff
”
lineare Abbildung“. [Geben Sie dabei alle Vorausset-

zungen an und schreiben Sie in vollständigen S̈atzen. Vergessen Sie nicht
”
für alle“ bzw.

”
es gibt“.]

(4 Punkte)

11 Gegeben seienK-Vektorr̈aumeV undW mit einer linearen Abbildungϕ : V → W und Vektoren
x, y ∈ V . Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage

”
Ist (ϕ(x), ϕ(y)) eine linear unabḧangige Folge,

so ist auch die Folge(x, y) linear unabḧangig.“ [Stellen Sie den logischen Aufbau Ihrer Argumentation
unmissversẗandlich dar.] (4 Punkte)

12 Für jeden×n-MatrixM ∈ Kn×n über einem K̈orperK bezeichnen wir mitϕM die lineare Abbildung
ϕM = (x 7→Mx) : Kn×1 → Kn×1. Wir betrachten MatrizenA,B ∈ Kn×n. Der SpaltenraumKn×1

besitze eine Basis, die gleichzeitig Eigenvektorbasis bezüglichϕA und bez̈uglichϕB ist. Zeigen Sie,
dassAB = BA ist. (4 Punkte)

13 Das Minimalpolynomm(X) eines Endomorphismusϕ einesK-VektorraumsV habe die Form
m(X) = u(X) ·v(X) mit teilerfremden Polynomenu(X), v(X) ∈ K[X]. Berechnen Sie für den
Fall K = 2 undu(X) = X2 + 1 undv(X) = X2 + X + 1 Polynomes(X) und t(X), für die sich
jeder Vektorx ∈ V in der Formx = (u(ϕ)◦s(ϕ)) (x) + (v(ϕ)◦t(ϕ)) (x) schreiben l̈asst. (4 Punkte)


