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Dieses Blatt muss abgegeben werden. Kreuzen Sie bei jeder Frage entweder ,,Ja“ oder ,, Nein*

oder nichts an.

Auswertung: Jedes richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minus-
punkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0 Punkte, Minuspunkte wirken also nicht iiber

Aufgaben hinweg.

Die Zahl der Punkte aus dem Ankreuzteil wird durch 2 geteilt und zur Zahl der Punkte aus
dem anderen Teil addiert, um die Gesamtpunktzahl der Klausur zu errechnen.

Sie brauchen Thre Kreuze nicht zu begriinden!

Aufgabe 1. Sei Q der Korper der rationalen Zahlen und V' der Q-Vektorraum Q2?*2. Sind

die folgenden Teilmengen Teilrdume?

{ ;j gyc} x,yGQ} [O]Ja
{ "g i] :UEQ} [ Ja

g; ’er} 0 Ja
{A eV |Spur A=0} [O]Ja
{AeV |det A=0} O Ja

O Nein
@Nein
@Nein

O Nein

@Nein

Aufgabe 2. Essei K ein Korper, V und W K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine K-lineare

Abbildung. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Kern(p) = {w € W | es gibt v € V mit p(v) # w} O Ja
Fir M C W ist zpl (M) ={veV|p) e M} ein Teilraum von V' 0O Ja
Kern(p) C Kern(¢?), falls V =W ) 0)Ja
{(v1,12) €V x V | p(vy — v5) = 0} ist eine Aquivalenzrelation auf V| |Ja
Bild(y) = {w € W | es existiert ein v € V mit w = p(v)} 0]Ja

@Nein
@Nein

] Nein
] Nein
] Nein

Aufgabe 3. Es seien A, A, S € R"*" (nicht notwendig invertierbar) mit AS = SA’. Dann

gilt:

det A" =0 fireinmeN = det A=0 O)Ja
det(A - AT) >0 0|Ja
det(A + A') = det A + det A’ O Ja
det A = det A’ O Ja

det(sA) = sdet(A) fiir alle s € R O Ja

[J Nein
[J Nein
E Nein
E Nein
E Nein



Aufgabe 4. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

1,0,1],[1,1,1]} ist Basis von R'*3, O Ja Nein

{1,

{[1, 1,1],[1,1,0],[2,2,1]} ist Erzeugendensystem von R**3. O Ja Nein
{[1,0], [1, —1]} ist linear unabhiingig in R'*2. 'O)Ja O Nein
{[0,0,1],[0,1,0],[1,1,1]} ist Basis von R '0JJa O Nein
{[1,1,1],[1,1,0]} ist Basis des Teilraums ([1,2,0],[2,2,1]) von R*3. O Ja  [O]Nein

Aufgabe 5. Es seien ¢ : V — W und ¢ : W — U lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorrdumen V', W und U. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Wenn ¢ und ¢ injektiv sind, dann ist auch i o ¢ injektiv. J a (1 Nein
Wenn ¢ und ¢ surjektiv sind, dann ist auch 1 o ¢ surjektiv. Ja [] Nein
Wenn ¢ surjektiv und ¢ injektiv ist, dann ist auch 1 o ¢ injektiv. [ Ja @Nein
Wenn v o ¢ surjektiv ist, dann ist auch ¢ surjektiv. @Ja [] Nein
Wenn v o ¢ injektiv ist, dann ist auch ¢ injektiv. U Ja @Nein

Aufgabe 6. S sei ein lineares Gleichungssystem mit 5 Gleichungen und 3 Unbekannten
iiber dem Korper R. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

Jedes solche S hat eine Losung. ] Ja @Nein
Es gibt ein solches S, das eindeutig losbar ist. @J a [J Nein
Es gibt ein solches S, das genau 2 Losungen hat. Ll Ja @Nein
Es gibt ein solches S, das unendlich viele Losungen hat. @Ja (] Nein
Jedes solche S hat unendlich viele Losungen. ] Ja @Nein

Aufgabe 7. Es seien A, B € R"*" und ¢ € R™!. Dann gilt:

Ist A™ =0 fiir ein m € N, so ist Rang(A) < n @Ja [J Nein
Rang(A + B) > min(Rang(A), Rang(B)) O Ja @Nein
Rang(c-cf) =1, falls c #£ 0 'OlJa O Nein
Rang(cT - ¢) =1, falls c # 0 'OJJa O Nein
Rang(AB) = Rang(BA) OJa  [O]Nein

Aufgabe 8. Welche der folgenden Matrizen aus R?*? sind diagonalisierbar?

(1] ? U Ja @Nein
[ (1) ; : @Ja [J Nein
[ 8 1 @Ja (] Nein
[ (_i (1] @Ja [J Nein
[ _01 (1) U Ja @Nein



Aufgaben mit Begriindung

In diesem Teil miissen Sie alle Aussagen begriinden. Natiirlich diirfen Sie Aussagen aus der
Vorlesung ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 9.
Sei V :=R™2  und ¢ : V — V die Abbildung, die durch o([z,y]) = [3x — Ty, z — 2y] gegeben
ist. Seien weiter By := ([1,2],[2,1]) und B, := ([0, 1], [-1,0]).

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass B; und B Basisfolgen von V' sind. (2 Punkte)
(¢) Berechnen Sie g, [idy]p, und g,[¢]s,- (2 Punkte)
(d) Wie erhdlt man g, [p]g, und p,[¢|p, direkt aus den Ergebnissen aus (¢)? (2 Punkte)

Aufgabe 10.
Sei A = [a;;] € Q™" mit n € N und

aij =1-] fir1 <i,7<n

Man berechne Rang(A) und det(A). (6 Punkte)

Aufgabe 11.
Sei K ein Korper, A =
AX — XA fiir alle X € V.

0 0

10 } eV =K>2und ¢ : V — V definiert durch p(X) =

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Geben Sie je eine Basis von Kern(y) und Bild(p) an. (3 Punkte)

(c) Ergénzen Sie eine Basis von Kern(y) zu einer Basis von V. (3 Punkte)



Aufgabe 12.
Es sei K ein Korper, in dem 1 # —1 gilt. Weiter sei ¢ : K" — K" die lineare Abbildung,

die Vektoren ,spiegelt®, es gelte also p([z1, 22, ..., 2s]) = [Tn, Tn_1, ..., T1].
(a) Man berechne das Minimalpolynom von ¢. (2 Punkte)
(b) Ist ¢ diagonalisierbar? (2 Punkte)
(c) Was sind die Eigenwerte von ¢? (2 Punkte)
(d) Geben Sie zu jedem Eigenwert eine Basis des zugehorigen Eigenraums an. (2 Punkte)

Aufgabe 13.
Es sei A € F3** die folgende Matrix:
0011
1 111
A= 0010
1 010
(a) Zeigen Sie: 1 ist Eigenwert von A. (3 Punkte)
(b) Berechnen Sie den Eigenraum von A zum Eigenwert 1. (3 Punkte)

(c) Berechnen Sie die Jordansche Normalform von A. (4 Punkte)



