13.10.2006

Scheinklausur Intensivkurs Lineare Algebra I
Prof. Dr. G. Nebe

Tragen Sie auf diesem Deckblatt bitte Thren Namen in Blockbuchstaben
sowie Thre Matrikelnummer ein.

Name, Vorname:

Matrikelnummer:

Bearbeitungszeit: 120 Minuten
erlaubte Hilfsmittel: keine

Aufgabe | maximal erreicht | Korrektor
1 9
2 10
3 10
4 18
5 18
6 8
7 7
Summe 80




Tragen Sie bei den ersten beiden Aufgaben Ihre Antworten in die entsprechenden Késtchen
ein. Falsche Antworten ergeben 0 Punkte.

Falls eine Frage keine Losung besitzt, so vermerken Sie dies ebenfalls in dem entsprechen-
den Késtchen.

Aufgabe 1 Bestimmen Sie (je 3 Punkte)

(a) allea € Z mit a+1447Z = (114144Z) * und 0 < a < 144.

allea € Z mit a+ = + ~tun <a< .
(b) all Z, mi 1447 = (10+1447) Lund 0 144

() geT(XP?+wX?+ X +w, X34+wX?+w?X +1) in Fy[X].

Aufgabe 2 Sei H = Hom(F3, F3). (je 2 Punkte)

(a) Bestimmen Sie |H].

(b) Wieviele ¢ € H sind surjektiv?

(¢) Wieviele verschiedene dreidimensionale Teilrdume
besitzt F3?

(d) Wieviele verschiedene zweidimensionale Teilrdume
besitzt F3?

(e) Wieviele ¢ € H sind injektiv?




Die folgenden fiinf Fragen sind schriftlich zu bearbeiten.
Bitte fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite an.

Beachten Sie, daB fiir die folgenden Aufgaben der Losungsweg und die Rechnungen mit
in die Bewertung eingehen.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
1 01 01 1 0
., | 01100 Ax5 : : |1 |0 Ax1
Sei A = 011101l¢€ F57*°. Weiter seien b = 0 und ¢ = 0 | € F5*.
11011 1 1

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = b.

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = c.

Aufgabe 4 (104-24-3+3 Punkte)

Sei A = € Fax4.
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(a) Bestimmen Sie p4(X) sowie alle Eigenwerte und Eigenrdume von A.

(b) Zeigen Sie, dal A diagonalisierbar ist und finden Sie eine Matrix T € GL(4,F5) so,
da T~ AT Diagonalgestalt annimmt.

(c) Bestimmen Sie Spur(A20%),

(d) Geben Sie x4(X) und det(A) an.

Bitte wenden!



Aufgabe 5 (3+4+41+4+46 Punkte)

Sei V = R[X]|grad<3 versehen mit dem Skalarprodukt

1 1
o:VxV =R, (pgq) — 5/ p(z)g(x)dx .
-1

Weiter sei i = {p(X) € V | p(0) = 0}. Ferner bezeichne B = (1, X, X?) die Standardbasis
von V.

a) Bestimmen Sie p®Z.

(
(b

Geben Sie Orthonormalbasen von U und U+ an.

)
)

(¢) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V.

(d) Was ist die beste Approximation von X? + X + 1 an U?
)

(e) Sei p: V =V, p(X) — p(X) + p/(X). Bestimmen Sie Zp? sowie das Minimalpoly-
nom fu,(t) € R[t]. Ist ¢ normal? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 6 (44242 Punkte)

Es sei K ein Korper. Weiter seien A € K™ und B=A —c¢- I, mit c € K.
Zeigen Sie:

(a) Esist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn A — ¢ ein Eigenwert von B ist.
(b) Esist A genau dann invertierbar, wenn —c kein Eigenwert von B ist.

(c) Esist A genau dann diagonalisierbar, wenn B diagonalisierbar ist.

Aufgabe 7 (7 Punkte)

Es seien K ein Korper und U, V, W drei K-Vektorrdume. Weiter seien ¢ € Hom(U, V)
und ¢ € Hom(V, W) so, daBl ¥ o ¢ ein Isomorphismus ist. Zeigen Sie

V = Bild(y) @ Kern(¢) .



