Nachholklausur zur Linearen Algebra I (17.4.98)
Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Von den 8 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 65 Punkte
konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Zum Bestehen der Klausur sind
mindestens 25 Punkte notwendig. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden, und achten Sie bei Beweisen auf die Vollstédndigkeit Ihrer
Argumentation. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

(a) Bekanntlich gilt: Ist (v1, v2) ein linear unabhiingiges Paar von Vektoren aus V und ¢ € K, so ist
auch (v + cvg, vy) linear unabhingig. Wie beweist man das?

(b) Wir nehmen nun an, es sei dim gV > 2. Zeigen Sie: Ist 0 # v € V, so gibt es ein linear

unabhéngiges Paar (u,w) von Vektoren aus V mit v = u + w. 3 + 8 = 6 Punkte
Aufgabe 2. 3 -1 3 21

Durch die Abbildungsmatrix Még (p)=14 2 —1 1 3 | seieine lineare Abbildung ¢ von einem
5 1 1 2 3

R-Vektorraum V mit Basis B in einen R-Vektorraum W mit Basis C gegeben. Bestimmen Sie die
Dimensionen der Vektorrdume V, W, Bild ¢, Kernp, W/Bild ¢ und V/Kernp, und erldutern Sie
dabei jeweils Thre Rechnung. 6 Punkte

Aufgabe 3.
Es sei V = Q%! es sei B = (v1,v2) eine Basis von V, und es sei ¢ der durch die Abbildungsmatrix

Mp(p) = [ L i ] gegebene Endomorphismus von V.

(a) Zeigen Sie: ¢ ist ein Automorphismus von V.

(b) Wegen (a) ist C = (p(v2),¢(v1)) eine Basis von V. Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen
ME(dy) und ME(idy).

(c) Berechnen Sie mit Hilfe von (b) die Abbildungsmatrix Mc(p).

(d) Esseiv= _é ] € V. Welchen Koordinatenvektor hat der Vektor ¢(v) beziiglich der Basis C?
(Antwort mit Begriindung.) 2+ 4 + 2+ 2 = 10 Punkte
Aufgabe 4.
Uber dem Korper Q sei das lineare Gleichungssystem
2x1 +4x9 —+ 14 = 5
1 +2x9 +x3 +x4 —xT5= 2
1 +2x9 — T3 + 5= 3

gegeben. Berechnen Sie mit Hilfe des Gauf}-Algorithmus aus der Vorlesung
(a) eine Basis fiir den Losungsraum L des zugehérigen homogenen Systems,

(b) die Menge M aller Losungen des inhomogenen Systems. zusammen § Punkte
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Aufgabe 5
Es sei V' < R[X] der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3. In V seien die Teilrdume

U=(X3-9X+11, X3+ X2 - 6X +8, X>+2X? -3X +5) und
W=(X3+X2+2X+1, X3 - X2 +4X)
gegeben. Berechnen Sie eine Basis von U N W und eine Basis von U + W.

Erlautern Sie Ihre Rechnung (und vergewissern Sie sich am Schluf}; da§ die Basen, die Sie angeben,

tatséichlich aus Polynomen bestehen). 5 Punkte
Aufgabe 6. o 2 1
Es sei C der Korper der komplexen Zahlen und A= [ 0 —1 —1 | € C3*3,

1 2 0

(a) Berechnen Sie A~! mit dem iiblichen Verfahren (also mit Hilfe elementarer Umformungen).
(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.

(c) Bestimmen Sie die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte, ohne irgendwelche Eigenvek-
toren zu berechnen. (Mit Beweis.)

(d) Berechnen Sie ein Polynom f € C[X] mit der Eigenschaft A~! = f(A), und berechnen Sie damit
noch einmal A~!, ohne (a) zu benutzen.

(e) Es sei A die zu A komplementiire Matrix. Beweisen Sie, ohne A auszurechen, da A = —A~!
ist.

(f) Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Cayley-Hamilton und ohne irgendwelche Potenzen von A

als Matrizen auszurechnen, dafi A* gleich der Einheitsmatrix Es ist.
S+ 38+ 2+ 8+ 2+ 8 =16 Punkte

Aufgabe 7

Es sei V = R[X], und es sei ¢: V — V der durch ¢(f) = X f’ fiir f € V definierte Endomorphismus
von V', wobei f’ die formale Ableltung von f bedeutet, also

fr= ZzaZXZ U fir f= Z%XZ ev.
1=0
Bestimmen Sie die Eigenwerte und dle zugehorigen Eigenrdume von .

Bei dieser Aufgabe, bei der kaum etwas zu rechnen ist, kommt es auf eine ausfiihrliche und vollsténdige
Argumentation an. Sie sollen hier zeigen, dafl Sie mathematische Zusammenhénge sauber formulieren

konnen. (Hinweis: Es kommt kein Induktionsbeweis vor.) 9 Punkte
Aufgabe 8.
Es sei K ein Korper und a, b € K mit a # b. Zeigen Sie:
(a) Die Matrizen A = { 8 2 ] und B = { g i } sind nicht &hnlich. (Hinweis: Bestimmen Sie
etwa alle zu A dhnlichen Matrizen.)
b) Die Matrizen D = | ¢ 0 wmd C = | ¢ ! sind dhnlich. (Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dafl
0 b 0 b

C' diagonalisierbar ist.) 4 + 4 = 8 Punkte




